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Il est assez reconnu que, pour étudier la Géomé- 
trie avec succès, on doit joindre aux considérations 
synthétiques les ressources que présente l'Analyse 
pour découvrir, entre les diverses grandeurs, des 
relations que souvent on n'aurait pas soupconnées, 
et dont les méthodes graphiques font ensuite d’utiles 
applications aux arts. On peut sans doute revêtir ces 
théorèmes d’une forme plus sensible, en les démon- 
trant de nouveau à l’aide de constructions géomé- 
triques ; et celles-ci d’ailleurs , employées comme un 
moyen de recherche, ainsi que le fait la Géométrie 
descriptive, mi féstént souvent par elles-mêmes des 
propriétés qu'on n'aurait pu démêler parmi les for- 
mules compliquées de l'Analyse; mais si l’on veut 
réunir ces divers avantages, 1l faut savoir employer 
tour à tour les deux méthodes, de manière qu’elles 
se prètent un mutuel appui, et c'est aussi comme 
complément du Cours de Géométrie descriptive que 
j'ai cherché à présenter ici l'application de l’Analyse 
à la Géométrie des trois dimensions. Dans ce dessein, 
je me suis atlaché à faire ressortir, parmi les pro- 
priétés des lignes et des surfaces courbes, celles qui 
servent de bases aux opérations Haba , OU qui 
peuvent offrir des moyens de les simplifier. Aimsi, 
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après avoir ramené l'équation générale du second 
degré aux deux formes les plus simples, par la con- 
sidération des plans diamétraux et de leurs cordes 
conjuguées, dont l’emploi si avantageux dans plu- 
sieurs circonstances est dù à M. J. Binet, je discute 
successivement les cinq genres de surfaces de cet 
ordre; mais j'insiste principalement sur les divers 
modes de génération par la ligne droite qu’admet- 
tent plusieurs de ces surfaces, qui par là deviennent 
d’un usage fréquent dans la Coupe des pierres et dans 
la Charpente. Les sections circulaires, qu'il est aussi 
quelquefois nécessaire d'employer, me fournissent 
Voccasion de redresser une erreur assez générale- 
ment répandue sur la direction précise des plans qui 
les donnent; et, dans la discussion immédiate d’une 
équation numérique du second degré, j'ai assigné des 
caractères simples et exclusifs pour chaque genre par- 
ticulier de surfaces : puis, en imitant la marche de 
M. Cauchy dans ses Exercices, j'ai rattaché à la théo- 
rie des cordes principales les conditions qui expri- 
ment que la surface est de révolution. 

Le chapitre des plans tangens m'offre l’occasion de 
rectifier les idées souvent fausses que les élèves se 
forment du contact d’une surface avec un plan ; x et 
d ailleurs c’est le moment d'établir avec précision la 
différence essentielle qui existe entre les surfaces 
gauches et les surfaces développables, quoique les 
unes et les autres soient réglées, c'est-à-dire engen- 
drées par la ligne droite. Dans les deux chapitres qui 
suivent , je de les équations générales de ces deux 
classes de surfaces, ainsi que celles des cônes, des 
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cylindres, etc.; et j'ai soin d'y ajouter de fréquens 
exemples, en choisissant particulièrement les surfaces 
gauches, développabies ou de révolution, dont on 
fait usage dans le Cours de Géométrie descriptive. Je 
m'occupe ensuite de la courbure des sections faites 
dans une surface , et de ses lignes de courbure; car 
ce sont là des données dont l'emploi est encore néces- 
saire dans plusieurs parties de ce Cours; puis, en fai- 
sant connaître les beaux résultats que Monge a ob- 
tenus pour les lignes de courbure de l’ellipsoïde, j'ai 
complété la théorie présentée par cet auteur, en dé- 
montrant que la constante arbitraire qu'il nomme 6 
devait nécessairement recevoir, pour chaque point de 
Vellipsoïde , deux valeurs de signes contraires, tandis 
que l’autre constante 7 devait toujours être de signe 
opposé à 6, pourvu que la projection füt faite sur le 
plan qui contient l’axe maximum et l'axe moyen. Il 
est d'autant moins permis d'établir gratuitement ces 
relations entre 6 et +, qu’elles ne sont plus vraies 
quand on applique la même équation à la projection 
des lignes de courbure sur le plan qui contient l'axe 
maximum etl'axe minimum, ce qui s'effectue sans rien 
changer aux calculs, maïs en modifiant seulement la 
grandeur relative des trois demi-axes désignés par a, 
b, c. Cest cette marche que j’emploie pour obtenir 
la seconde projection des lignes de courbure ; et par 
là je trouve l’occasion d'utiliser un facteur de l'équa- 
on différentielle, que Monge négligeait, avecraison, 
dans le premier cas, mais qui, pour la projection ac- 
tuelle, fournit directement la solution singulière 
composée des quatre cordes supplémentaires, enve- 

. 
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loppes de toutes les ellipses sur lesquelles se projettent 
les lignes de courbure. Enfin, je donne, pour les li- 
gnes courbes quelconques, la manière d'obtenir les 
tangentes, les plans normaux ou osculateurs, et les . 
rayons de courbure de ces lignes, en faisant remar- 
quer la différence essentielle qui existe entre ces 
rayons et ceux des véritables développées. 

Dans cette nouvelle édition , j'ai éclairei et déve- 
loppé beaucoup de détails, amélioré plusieurs théo- 
ries, telles que la détermination du centre dans 
l’'hyperboloïide gauche, la recherche des sections 
circulaires , et la discussion des équations numériques 
du second degré : dans cette dernière partie, j'ai fait 
voir que l'emploi de la règle de Descartes suffisait 
pour classer toutes les surfaces deuées d’un centre, 
même quand les coordonnées sont obliques; et pour 
les autres surfaces, j'ai simplifié les règles qui font 
discerner leur forme particulière, en ajoutant d'ail- 
leurs des exemples numériques de tous les cas. Quant 
au chapitre de la courbure des surfaces, je lai re- 
fondu entièrement, pour y insérer la méthode de 
M, Poisson; et jy ai discuté avec soin les questions 


relatives aux ombilics, en m’appuyant sur des calculs 
nouveaux. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Notions préliminaires. 


1. Pour appliquer l’analyse à la Géométrie considérée dans 
les trois dimensions de l’espace, il faut, comme sur un plan, 
chercher d’abord le moyen d’exprimer par des équations la 
position des points et des lignes. Or, si l’on imagine trois plans 
fixes et connus de situation , tels d’ailleurs, qu'ils se coupent 
tous en un même point O , et deux à deux suivant des droites Fre.t. 
distinctes OX, OY, OZ, que l’onnomme axes des coordonnées; 
puis, que d’un point quelconque M de l’espace, on abaisse sur 
ces plans fixes, et parallèlement aux axes, les droites MA, 
MB, MC, ces trois distances seront dites les coordonnées du 
point M; et comme elles changeront en général de grandeur 
pour les divers points de l’espace, nous les désignerons respec- 
tivement par les variables +, y, z. Cela posé, je dis qu’un 
“point M est déterminé de position quand on connaît les valeurs 
de ses trois coordonnées, c’est-à-dire quand on sait que, pour 
ce point, on a les équations x — 4, y =, z=—=c. En effet, si 

I 
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l’on porte sut OX une distance OD évale à a, et que, par l’ex- 
trémité D, on mène parallèlement à YZ, un plan indéfini BDC, 
ce plan contiendra évidemment tous les points de l’espace pour 
lesquels la coordonnée x est égale à a, et par conséquent il 
renfermera le point M en question. De même, en portant sur 
OY et OZ les distances OE=b et OF—c, puis, menant par 
les extrémités EetF, deux plans indéfinis AEC et AFB, respec- 
tivement parallèles à XZet XY, on verrait quele point cherché 
doit être contenu aussi dans ces deux nouveaux plans ; par 
conséquent ceux-ci détermineront par leur intersection avec 
CDB, un point unique pour la position de M, et ce point ne 
sera autre chose que le sommet du parallélépipède oblique 
construit sur les trois arètes OD, OE, OF, égales aux coor- 
données MA, MB, MC. 

2. Toutefois, pour compléter la détermination du point M, 
il faut, dans les équations x = a, y —b, 2=—= c, tenir compte 
des signes des quantités a, db, e, afin de porter ces distances 
sur les parties positives OX, OY, OZ des axes coordonnés, ou 
sur leur prolongement OX’, OY’, OZ’, ainsi qu’on l’explique 
dans la Géométrie plane ; autrement il y aurait huit solutions, 
puisque Îles trois plans fixes qu’on doit regarder comme pro- 
longés indéfiniment, forment, en s’entrecoupant , huit angles 
trièdres dans chacun desquels le point M pourrait être placé à 
des distances absolues a, b, c. Sans insister ici sur les combi- 
naisons de signes qui répondent à ces divers angles , mais que 
le lecteur doit se rendre très familières, nous dirons seulement 
que quand le point M sera situé 


ip l’angle OXYZ, on aura x=+a, y=+0, 2=+c;. 
dans l’angle OX'YZ, ...... x——a, y—+b, z=+#c; 
dans l'angle OXY'Z, ...... x—=+a, y—=—0, 2=+c; 
dans l'angle OX'V'Z, ...... Mar: PV DIN = + C; 


puis, pour les angles trièdres situés au-dessous du plan XY , 
on aura 
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dans Pangle OXY7Z', ...... x—<+La, FER 2—=—C; 
dans l’angle OX’YZ’, ...... æ——a, 7 =+0, 2=—c; 
dans l’angle OXYZ, ...... x—=+a, 7—=—b, 2=—0c; 
dans l'angle OX'Y'Z", ....., x=a, y=—0b, 2=—c. 


3. Les pieds A, B, GC, des trois coordonnées du point M, 
sont ce qu’on appelle les projections de ce point, fattes paral- 
lèlement aux droites OX, OY, OZ; et elles deviendraient les 
projections orthogonales, si les plans coordonnés étaient 
choisis de manière que chacun d’eux fût perpendiculaire aux 
deux autres, disposition que l’on adopte ordinairement. Dans 
tous les cas, il est utile de remarquer : 

1°. Qu'un point de l’espace a toujours deux coordonnées de 
communes avec chacune de ses projections ; ainsi, M et C ont 
évidemimnent le même x, MA—CE, et le même y, MB—CD : 
M et B ont les coordonnées communes x = MA —BF,.et 
z= MC = BD : enfin M ct À ont le même y, MB = AF, et le 
même z, MC—= AE. . 

rue deux projections d'un même point ont toujours une 
HR commune; ainsi, les projections B et C ‘ont le 
même x, BF = CE: B et À ont ie même z, BD = AE: A et C 
ont le même y, AF — CD. 

4. D’après cela , il est aisé de voir que les trois équations 
= a, F—=b, 2=6, qui déterminent le point M, équivalent 
à la connaissance de deux de ses projections, donttéei qui 
servent dans la Géométrie descriptive à fixer la position de ce 
point. En effet, pour définir analytiquement la projection CG 
sur le plan XY , il faudrait donner deux équations telles que 
æ—a et y —b: pour définir la projection B, on devrait 
donner x — a/ et z—c; mais ces quatre équations se rédui- 
sent à trois, parce que, d’après la deuxième remarque du 
numéro précédent, on doit toujours avoir la condition a'— a. 
Cette dépendance entre les projections d’un mème point sur 
deux plans, se retrouve dans la Géométrie descriptive, puis- 
que l’on sait qu'après le rabattement des plans, les deux pro- 
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jections orthogonales doivent toujours être situées sur une 
même perpendiculaire à la ligne de terre. 

5. En outre, quand une fois les deux projections G et B 
sont fixées par les équations x —aet y —0, x —aet z=c, 
la troisième projection À s’ensuit nécessairement ; car, devant 
avoir (n° 3) le même y que la projection C, et le mème z que 
la projection B, elle se trouvera définie par les équations 
Jy=b et z=c.Si d’ailleurs on voulait déduire graphique- 
ment le point À des deux projections C et B , il suflirait évi- 
demment dé tracer sur les plans fixes , et parallèlement aux 
axes, les droites CE et BF, EA et FA. 

6. Puisqu’un point est déterminé par ses trois coordonnées, 
si l’on donne en nombre celles des points M’ et M”, il doit 
être possible de calculer la distance de ces deux points; et c’est 
ce que nous allons faire, en supposant ici que les axes sont 
rectangulaires. (voyez, pour le cas des axes obliques, le 
n° 78.) Menons donc les coordonnées M'C— 2, C'D'— 7", 
OD'’ — x" relatives à M’, et les coordonnées M'C"—z", 
C'D'= y", 0D"— x”, qui se rapportent à M"; puis, joignons 
ces deux points et tirons la droite M"P parallèle à CC’. Le 
triangle M'M'P sera évidemment rectangle en P , et donnera 


M'M" — V/MP?E (z! — 3"); N 


mais si l’on mène C’Q parallèle à OX, le triangle C'QC sera 
aussi rectangle en Q, et fournira l’équation 


M'P — C'C’ = (x — 2 + (y — 7"): 


d’où l’on conclura, pour la distance cherchée, 


mm go mm, 
/ LAVER UP 7 4 Q ‘4 7] f 1\S 
MM = Va) + + — 2. 
S'il s’agissait d’avoir la distance du point M’ à l'origine O, 
il suffirait d'exprimer que M” coïncide avec ce dernier point, 
en posant x"— 0, ÿ'—0, z"—0 ;etil en résulterait 


OM = Var pt 7, 
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Dans ces deux formules , on devra toujours prendre le radi- 
cal positivement , puisqu'il ne peut être question que de la 
distance absolue des deux points proposés. AU, 

7. Avant de nous occuper des lignes, il est à propos de 
généraliser nos idées sur la signification géométrique des équa- 
tions à une ou à plusieurs variables, lorsqu’on embrasse les 
trois dimensions de l’espace. D'abord , une équation telle que 
x — a, convient, même en laissant les axes obliques, à tous 
les points qui se trouvent à une distance a du plan YZ, cette 
distance étant comptée parallèlement à OX ; et d’ailleurs elle 
ne convient évidemment qu’à ces seuls points: par consé- 
quent l’équation x— a représente, dans les trois dimensions, 
un plan indéfint parallèle à YL. De même, 7°+ py+ q—=0, 
qui donnera deux valeurs constantes y — ab, a pour lieu 
géométrique deux plans parallèles à XZ; et en général, toute 
équation à une seule variable représente un ou plusieurs plans 
parallèles aux deux axes dont les coordonnées n’entrent pas 
dans cette équation. 5 

Il résulte de là que z — o est l'équation caractéris- 
tique du plan XY indéfiniment prolongé, et que 7 — 0 et 
æ — 0 représentent les deux autres plans coordonnés XZ 
et YZ. | 

8. Une équation à deux variables, f(x, y) — 0, appartient 
sur le plan XY à une suite de points qui généralement for- 
mentune courbe CCC”; mais si, par les divers points de cette 
ligne , on mène des parallèles à l’axe OZ, on obtiendra une 
surface cylindrique, dans le sens général de ce mot. Or, un 
point quelconque N de cette surface, quel qu’en soit le z, 


aura toujours le même x et le même y que sa projection C 


(n° 3); par conséquent les coordonnées de tous les points de 
ce cylindre satisferont à la relation f(x, y)—0o, qui ne con- 
tient pas la variable 1; tandis que tout point L pris hors de 
cette surface, ayant une projection G qui ne tombera pas sur 
la courbe CCC”, ne pourra vérifier par ses coordonnées 
æ==OH, y = GH, l’équation proposée. De là on doit con- 
clure que l'équation f(x, y) = 0 représente une surface cyx- 
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lindrique parallèle à l’axe OZ , et dont la trace sur Îe plan 
XY est donnée aussi par la même équation, quand on se 
borne à considérer deux dimensions de l’espace. Une consé- 
quence analogue s’applique aux équations f(x, z)=0o ou 
f'(r, z) = 0, dont chacune, prise isolément, appartient à 
un cylindre paralièle à OY ou à OX, c’est-à-dire parallèle à 
l'axe des coordonnées qui n'entrent pas dans l'équation. 

9. Observons, en passant, que si l’on voulait définir analy- 
tiquement Ja courbe CCC” seule , il faudrait employer les 
équations simultanées f(x, y) —0oetz=—0 ; parce qu’alors 
il n’y aurait plus, sur tout le cylindre, que les points de sa 
base qui vérifieraient à la fois les deux relations citées. 

10. Sans répéter des raisonnemens analogues, on peut con- 
clure, comme un cas particulier du précédent, que quand 
l’équation à deux variables est du premier degré, c’est-à-dire 
de la forme y — ax + b, elle appartient non-seulement à 
une droite PQ (fig. 3) dont on sait déterminer la position sur 
le plan XY, mais encore à tous les points du plan PQRS mené 
par cette droite parallèlement à l'axe OZ; en effet, ce plan 
n’est autre chose qu’un cylindre dont la base serait rectiligne. 
De même , une équation du premier degré telle que 


mx + nz = p Ou my + nz = gq, 


représentera un plan parallèle à OY ou à OX. 

11. Enfin, quand l’équation proposée renferme trois va- 
.xiables, comme F(x, y, z)=0o, il y en a nécessairement 
. deux auxquelles on peut donner des valeurs arbitraires; si 

donc nous posons seulement z —c, l'équation FT OC) ET 
contiendra encore deux variables , et représentera (n° 8) une 
surface cylindrique parallèle à OZ ; mais comme on ne doit 
prendre ici que les points de cette surface qui satisfont À la 
condition z— c, il s'ensuit que, par cette première hypo- 
thèse, on obtiendra une courbe , savoir : la section faite dans 
ce cylindre par le plan z—c, parallèle à XY. Si l’on pose 
ensuite z— c’, on trouvera tous les points de la courbe tracée 
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par le plan z = c’ dans le nouveau cylindre F(x, y, &)—o; 
et en continuant ainsi, on obtiendra une infinité de courbes 
diverses situées dans des plans parallèles à XY, et aussi rap— 
prochées que l’on voudra les unes des autres; par conséquent 
le lieu géométrique d’une équation à trois variables, . .” 
Fix, y,2)—=0o, est une surface dont la nature dépendra de 
la forme de la fonction F. D'ailleurs, on ne saurait prétendre 
que ce lieu est un solide, puisqu'alors chaque plan sécant 
devrait donner pour section une aire, tandis qu’il ne produit, 
en coupant la surface cylindrique F(x, y,c)—=0, qu’une 
courbe à une ou plusieurs branches , identique avec la base 
de ce cylindre. 

12. De cette discussion, il résulte que toute équation isolée, 
soit qu’elle renferme une, deux, ou trois variables, représente 
une surface , laquelle devient néanmoins totalement imagi- 
naire quand aucun système de valeurs réelles ne satisfait à 
l'équation proposée ; ou bien, si l’on ne peut y satisfaire qu’en 
partageant cette équation en deux ou trois autres, la surface 
se réduit à un nombre limité de lignes réelles, ou de points 
réels, parce qu’alors on tombe sur le système de plusieurs 
équations simultanées. I1 n’y à pas lieu de considérer ici des 
équations qui renfermeraient plus de trois variables propre- 
ment dites, puisque chaque point de l’espace est suffisamment 
déterminé par ses trois coordonnées : cependant, si l’on re- 
sardait les variables au-delà de trois, non plus comme 
des coordonnées, mais comme des paramètres qui influe- 
raient sur la forme et la position de chaque surface indivi- 
duelle , on tomberait sur des solides et sur la théorie des 
surfaces enveloppes, dont nous parlerons plus loin (n°* 277 
et 337). 

13. Maintenant, si l’on fait concourir deux équalions si- 
multanées F(x,Y,z)—=0o et F'(x,y,z)—=o, c'est-à-dire 
dans lesquelles les variables seront censées recevoir à la fois 
les mêmes valeurs, ce qui n’en laisse plus qu’une seule d’ar- 
bitraire , z par exemple , ce système représentera une ligne 
droite ou courbe, puisqu'il ne pourra convenir qu'aux points 
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situés en même temps sur les deux surfaces, c’est-à-dire à 
leur commune section. Réciproquement, le seul moyen que 
nous ayons pour définir une courbe dans l’espace, étant d’as- 
signer deux surfaces connues dont elle soit l’intersection, nous 
ne pourrons représenter analytiquement cette ligne que par 
deux équations simultanées. C’est à cela que revient en effet 
la méthode des projections, que nous allons faire connaître, 
et dont l’avantage consiste en ce que, parmi le nombre indé- 
fini de surfaces différentes qui peuvent passer par une courbe 
donnée, cette méthode emploie de préférence deux cylindres 
dont chacun est parallèle à l'un des axes coordonnés , et dont 
les équations se trouvent conséquemment plus simples, puis- 
que, d’après le n° 8, elles ne renfermeront chacune que deux 
variables. 

14. Commençons par les lignes droites, et pour mieux fixer 
les idées , supposons les axes rectangulaires , et regardons OZ 
comme vertical. Alors, imaginons que de tous les points de 
la droite MM" dans l’espace, on mène des perpendiculaires au 
plan XY (si les axes étaient obliques, il faudrait dire: des 
parallèles à OZ) ; elles rencontreront ce plan en des points 
C,C, C",... dont l’ensemble formera ce qu’on appelle la 
projection de MM" sur ce plan; et cette projection sera tou- 
jours rectiligne, puisque les perpendiculaires seront évidem- 
ment situées toutes dans un même plan parallèle à OZ, lequel 
se nomme le plan projetant de MM”. Si l’on projette de même 


cette droite sur les deux autres plans fixes par des perpendicu- 


laires (ou en général par des lignes parallèles’ à l’axe qui est 
hors du plan que l’on considère), on obtiendra les trois pro- 
jections AA", BB”, CC”, dont deux suffisent pour déterminer 
la droite MM”. En effet, supposons que l’on nous donne AA” 
et BB"; en concevant par la première un plan parallèle à l’axe 
OX, et par la seconde un plan parallèle à OY, ces deux plars, 
dont la situation n’a plus rien d’arbitraire, devront évidem- 
ment renfermer chacun la droite MM”, et ils en fixeront la 
position dans l’espace par leur intersection. 


15. Cela posé, la projection BB" sera déterminée sur Île 


antenne ét 
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plan XZ dès que l’on donnera son équation, qui se trouvera, 
sur ce plan, de la forme 


D 


(1) x =kaz + p, 


dans laquelle on sait que p désigne l’ordonnée OG du point 
de rencontre avec OX, et que a— tang GIZ. L’autre projec- 


tion AA’ sera définie sur le plan YZ par une équation telle 


que 


(2) Y =. 03 + g; 


où g = OH et b—tangHKZ. Par conséquent , l’ensemble 
des équations (1) et (2) déterminera complètement la droite 
MM” dans l’espace; et quoiqu’elles soient ici considérées 
comme appartenant aux projections seules de cette ligne, on 
doit, d’après ce qui a été dit n° ro, les regarder plus généra- 
lement comme {es équations des deux plans projetans MBGR, 
MAR , perpendiculaires l’un à XZ, l’autre à YZ, et qui par 
leur intersection , fixent la position de MM” dans l’espace. 
Ceci confirme et éclaircit ce que nous avons annoncé n° 13. 

16. 11 est important d’observer que quand même les axes 
seraient obliques, les projections BB’ et AA”, pourvu qu’elles 
soient faites parallèlement aux axes, ainsi que nous l’avons 
prescrit (n° 14), auraient toujours des équations de la forme 
(1) et (2); seulement les constantes a et b changeraient de si- 
gnification , et représenteraient alors des rapports de sinus, 
comme on l’a vu dans la Géométrie plane. $ " 

17. Remarquons d’ailleurs que dans les équations simulta- 
nées (1) et (2), les variables x, y, z, se rapportent aux points 
correspondans des projections BB" et AA”, c’est-à-dire qu’en 
posant, par exemple, z—OF, on doit trouver x —FB et 
J="FA. D'où l’on voit: 1°. que ces variables représentent 
aussi les coordonnées MC, MA, MB de chaque point M situé 
sur la droite dans l’espace; ainsi ces équations peuvent être 
dites celles de la ligne MM” elle-même : 2°. que les valeurs 
xz=FB, y —#FA, sont encore égales aux coordonnées CE, 
CD, du point C de la projection CC"; et par conséquent 
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l'équation de celte troisième projection se déduira toujours 
des deux premières , en éliminant z entre (1) et (2), ce qui 
donnera 


a b a 


pour l’équation de la ligne CC”, ou du ” projetant verti- 
cal MCR. 

18. On voit aussi par là qu'il serait aisé de déduire graphi- 
quement la troisième projection des deux autres ; car, si l’on 
prend sur AA” et BB" deux systèmes de points correspondans 
à un même z, tels que A et B, A” et B°, il suflira de tracer 
sur les plans fixes, des parallèles aux divers axes, pour en 
conclure la position des points G, C’, qui détermineront la 
droite CC. 

Cette construction devient plus simple quand on l’applique 
à deux des traces R et S de la droite MM”, traces qu'il est 
aisé de retrouver sur les projections AA” et BB", par les pre- 
miers principes de la Géométrie descriptive. 


19- Lorsqu'il s’agit d’une courbe MM'M”..., on imagine 
aussi par tous les points de cette ligne des perpendiculaires 
au plan XY (ou, si les axes sont obliques, des parallèles à 
OZ) ; ces droites, dont l’ensemble formera une surface cylin- 

; Ù 18 


drique, rencontreront le plan XY suivant une ligne CC'C”..., 


qui, en général, sera courbe, et que l’on nomme la projec- 
tion de MMM" sur ce plan. Si l’on conçoit de même, par la 
ligne MM'M", deux cylindres projetans, parallèles l’un à OY, 
l’autre à OX, on obtiendra les autres projections BB'B”..., 
AA'A"...; et la courbe dans l’espace sera évidemment déter- 
minée, dès que l’on donnera deux de ses trois projections, 
puisque alors elle devra se trouver à l’intersection de deux 
cylindres connus. * 

20. Or, les deux projections BB'B” et AA’A”, par exemple, 
seront définies par des équations de la forme 


f(x; 2) 0 : ag /(z) 2. (4); 
JT: 2) UT Pol A 


U fl 
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lesquelles, dans leur signification complète, représentent (n°8) 
les deux cylindres projetans qui ont pour bases les courbes 
BB" et AA": donc la ligne MM” sera déterminée par le sys- 
tème des équations simultanées (4) et (6); et d’après les re- 
marques du n° 17, l’équation de la troisième projection CC/C 
se déduira de celles-là, en y éliminant la variable z. 

21. La construction graphique de cette troisième projec- 
tion, qui en général ne sera pas rectiligne, exigerait que l’on 
répétât les constructions indiquées n° 18 pour une droite, sur 
divers points des courbes BB" et AA", assez nombreux et assez 
rapprochés pour pouvoir unir les résultats par un trait con- 
tinu. 

Ces principes une fois posés , nous allons résoudre divers 
problèmes relatifs aux lignes droites, et qui d’ailleurs seront 
des moyens de solution pour d’autres questions plus élevées. 
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CHAPITRE IL. 
Problèmes sur les Lignes droites. 


22. Lorsque les équations d’une droite 


Ghæ=a+<p; jr=w+g, 


sont données, c’est-à-dire que les constantes a, b, p, q sont 
connues , il est facile d’obtenir les races de cette ligne. Si 
l’on veut, en effet, trouver la trace R sur le plan XY, on se 
rappellera (n° 7) que l’équation z— 0 caractérise tous les 
points de ce plan; par conséquent, cette condition introduite 
dans Îles équations (1) et (2) fournira x=p et y—g, pour 
les coordonnées de R. On obtiendrait les deux autres traces 
en posant successivement ÿ —0 et x =0. 
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23. On peut, au contraire, se proposer de déterminer les 
constantes générales a, d, p, g, par certaines conditions aux- 
quelles on assujettira la droite. Exigeons, par exemple, que 
cette ligne passe par deux points connus M'et M" (fig. 2), 
dont les coordonnées seront désignées par x”, y’, z'et x”, y", 
z". Alors il faudra que les équations générales (1) et (2) soient 
vérifiées par la substitution de ces deux systèmes de coordon- 
nées à la place de x, y, z, ce qui fournira les conditions 


(8) x = a+ p, (4) = br + g, 
(5) x" — az" + p, (6) y” —= bz" + q, 


d’où l’on pourrait tirer les valeurs des quatre constantes, pour 
les substituer ensuite dans (1) et (2): mais on arrive d’une 
manière plus élégante à un résultat équivalent, en éliminant 
par des soustractions , comme dans la Géométrie plane , les 
inconnues a et p entre les équations (r), (3), (5), et les in- 
connues Ÿ et g entre (2), (4), (6). De cette manière on obtient 
pour les équations de la droïte M'M” 
TX" =T RAA 


T—x = ppeniee n) CAni D © or] = = Re LA me artp À — 3"). 


24. Si la droite cherchée devait passer seulement par le 
point (x’,7',z’), on n’aurait à joindre aux équations générales 
(1) et (2), que les conditions (3) et (4), ce qui, en éliminant 
petg, donnerait pour les équations d’une droite assujettie à 
passer par un point, 


x—x —=a(z— 7), y— y =b(z—7), 


dans lesquelles les constantes a et b resteraient indéterminées, 
comme on devait s’y attendre. Mais si, de plus, on veut que 
la ligne cherchée soit parallèle à une droite connue réprésen- 
tée par 


z—=az+p, J = b'z + g, (D) 


il faudra évidemment que les plans projetans de ces deux 
droites, et par suite leurs projections, soient respectivement 
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parallèles ; ce qui fournira les nouvelles conditions a — a", 
b = b' ; et la droite demandée sera enfin représentée par 


xx = d(2— 7), y—y —=b'(z— 7). (D) 


Si l’origine O est le point donné par lequel on veut con- 
duire une parallèle à la droite (D), les équations (D) se ré- 
duiront évidemment à la forme très simple 


2 f 
L'ÉSVOR UMME 0e 
25. Trouver le point de rencontre de deux droîtes connues, 
déterminées par les équations 


QG) æ— az + p, (2) y = 0z + qg pour la première, 
(3) æ = az+ p, (4) y —=0'z + g'pour la seconde. 


Observons d’abord que les variables x et y prennent en gé- 
néral des valeurs très différentes dans les Ph (1) et (2), 
(3) et (4), pour une même hypothèse z= 2’: cependant, si 
les deux droites se coupent , les coordonnées du point com- 
mun devront vérifier à la fois les deux systèmes, et par con- 
séquent elles s’obtiendront en regardant x, y, 3, non plus 
comme des variables, mais comme des inconnues qui ont les 
mêmes valeurs dans ces quaire équations. Il ne s’agit donc 
que de les résoudre sous ce point de vue ; toutefois, puisque 
leur nombre surpasse celui des inconnues , il devra y avoir 
une équation de condition sans laquelle le problème sera im- 
possible, parce qu’en effet deux droites dans l’espace ne se 
rencontrent pas toujours. Cette équation s’obtient, comme on 
sait, en éliminant les trois inconnues: or, en soustrayant (1) 


de (3)et (2) de (4), ona 
0=z(a —a)+p—p, 0=2:(0—b)+g— 9; 
puis, en éliminant z entre ces dernières, ou bien en exprimant 


que les deux valeurs qu’elles fournissent pour z, s’accordent 
entre elles, on arrive à la condition 


names cf aus 
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Si donc cette équation n’est pas vérifiée identiquement par 
les constantes des équations proposées , les deux droites en 
question ne se couperont pas ; et lorsqu’elle sera satisfaite, les 
coordonnées du point de section s’obtiendront en substituant 
la valeur commune 


dans (1) et (2), ou dans (3) et (4), indifféremment. 


26. Quand on a a—a et b—#0Ù", la condition (5) se 
trouve satisfaite , et cependant les droïtes ne se rencontrent 
pas, puisqu'elles sont parallèles; mais on doit évidemment 
sous-entendre, avec la relation (5), que la valeur précédente 
de z n’est pas infinie ; ou bien il faut dire que la condition 
(5), prise isolément , exprime que Zes deux droïtes sont dans 
un méme plan, et peuvent se couper, sans décider à quelle 
distance aura lieu leur rencontre. 


N. B. Observons ici que toutes les questions dont il est 
parlé dans Îles n° 22, 23, 24, 25, se traitent de la même 
manière et conduisent aux mêmes formules , quand les axes 
sont obliques ; seulement, la sisnification géométrique des 
coefliciens a, b, a’, ” est altérée , comme nous l’avons dit 
n° 16. 

_ 27. Trouver les angles que forme avec les axes rectangu- 
laires OX , OY , OZ, une droite donnée 


— 045 LD, Y —='VZENYS 


et comme cette ligne peut ne pas rencontrer les axes, il faut 
entendre par là les angles que forment ceux-ci avec une 
droite OD, menée par l'origine , parallèlement à la droite 
primitive. 

Les équations de OD seront (n° 24) x—az, y —0bz: si 
l’on prend sur cette droite une longueur arbitraire OM’ — #7, 
et que l’on désigne par x, y, z' les coordonnées de son 
extrémité M’, on aura, pour déterminer leurs valeurs, les 
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trois équations 
LUE "40, TPS 02, D PL R EN, 
dont les deux premières expriment que le point M’ est sur 


la droite OD, et la dernière est la formule trouvée n° 6. On 
en déduit aisément # 


À r : br : ar 
PR Ds ue CHE | RE 


nn ne Le ne) 
V'a+b+: à V'a+b+r Va+b+i 


Cela posé , en achevant le parallélépipède déterminé par les 
trois coordonnées du point M”, et en posant les angles cher- 
chés MOX — 4%, M'OY—C, MOZ=7y, on trouvera, par 
les triangles rectangles M'QO , M'SO, M'TO, les relations 

5 3 OS E0y" CPAS 


N O 
(6) COSa = Sr = cos = COSY= Gyf = > 


et en y substituant les valeurs des coordonnées trouvées ci- 


dessus, il viendra 


a b 


(7) COSa—=-——, cos 6 = — — 
Va Lt V @+Hb+L: 
FNS I 
MATE Er 

28. Observons ici, 1°. que ces cosinus renferment un radi- 
cal qui est susceptible de recevoir le double signe Æ ; mais 
on devra toujours l’affecter du mème signe dans les trois co- 
sinus à la fois, et cela ne fournira que deux systèmes de va- 
leurs qui répondront aux deux angles supplémentaires formés 
par la portion OD, et par son prolongement OE, avec les 
demi-axes positifs; car c’est de cette manière que l’on doit 
toujours mesurer les angles d’une droite avec les axes coor- 
donnés. 


cos y 


2°. Que ce radical pris positivement se rapportera toujours 
aux trois angles que forme avec les axes la portion OD qui 
se trouve au-dessus du plan XY, ou qui fait un angle aigu 


Fic. 6. 
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avec OZ; puisque alors, dans les formules {3), cos y ayant une 
valeur positive, il est certain que l’angle y est aigu. Toutefois 
cela n’empèchera pas les deux autres angles + et 6 d’être obtus 
ou aigus, suivant les signes qu’auront les numérateurs à 
et à. 

9. Le parallélépipède employé ci-dessus montre que /es 
coordonnées x'—OQ, 7° =0S, z'—OT, d'un point quel- 
conque M’, sont les projections sur les axes, du rayon vecteur 
OM’=r,; et les équations (6) donnent les valeurs de ces coor- 


données sous la forme 
è ’ 4 
L'NCOSe, | 'ESEPCDS AOL 70e PCOSUS 


De même, si une droite finie M'M" a pour coordonnées de 

ses extrémités x’, y’, z', etx”, y", z", et qu’on mène par ces 
deux points six plans parallèles aux plans coordonnés, on 
ormera un parallélépipède r e dont les arètes seron 
f rallélépipède rectangle dont le tes seront 
évidemment a — x", y — 7", z'—z"; de sorte que les 
angles «, 6,7, formés par la diagonale M'M"= D, avec ces 
arètes ou avec les axes, seront déterminés par les relations 
suivantes, qui sont fréquemment employées, 


L LES 
Cie 


D 


f t! f 4 
Eee Z ——3%3 
COS = ; cos6 = +, Re MT NTA RS © NON 


dans lesquelles d’ailleurs on sait (n° 6) que 
D= VERGER ETS 
30. Lorsque l’on connaît à priori les angles «, 6, y, que 


forme une droite quelconque avec les axes , il est facile d’en 
conclure les coefficiens a et b, qui entreraient dans les équa- 


tions de ses projections; car, des formules (7) du n° 24, on 


S . à. COS æ cos 6 
déduit par la division, it, — bd; de sorte que 
cos y cosy 


quand une droite devra passer par un point donné (x", y", 2"), 
et faire avec les axes des angles #, 6, y, ses équations 


k 
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pourront s’écrire sous la forme très symétrique 


Ze  Y—ÿ"  _z—3 
cos æ  *'Cos 6 COS y | 


31. En ajoutant les formules (7) du n° 24, après les avoir 
élevées au carré, on obtient cette relation fort remarquable : 


(8) cos’æ — cos $ + cosy = 1, 


qui prouve que les trois angles formés par une même droite 
avec les axes ne peuvent jamais être pris tous arbitrairement. 
Quand on s’est donné # et 6, par exemple, Île troisième est 
déterminé par cos y = # V/ 1 — cos’æ — cos’ 6, et n’est plus 
susceptible que de deux valeurs supplémentaires l’une de 
autre ; encore faut-il que les Geux premiers angles satisfas- 
sent à la condition cos*æ + cos 6 1 ou = 1. On peut se 
rendre raison de ces diverses circonstances, au moyen de deux 
cônes droits qui auraient pour axes OX et OY, et dont les 
génératrices formeraient avec ces axes des angles égaux à # et 
6; ‘car la droite en question devrait être à la fois sur ces deux 
surfaces coniques, lesquelles ne peuvent se < 1per que sui- 
vant deux génératrices placées symétriqu ent, l’une au- 
dessus et l’autre au-dessous du plan XY. 

32. Trouver l’angle que forment entre elles deux droites 
représentées par 


Ï 


T=a+t+p et FY—=bz+g, 
æ—az+ p et y = b'z2+ g'; 
mais comme ces lignes peuvent ne pas se rencontrer, il faut 
entendre par là, l'angle compris entre deux droites menées 
_ par un méme point , et parallèlement aux lignes primitives. 


_ Soient donc OD et OD’ ces deux parallèles; leurs équations Fic. 
seront (n° 24) 


(D) 
(D) Fe 


42 Ve i0Ss 


I 


I 


HT, FT —= b'z: 
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4 


alors, si l’on prend sur ces droites deux points M’, M”, à une 
‘ distance quelconque de l'origine, par exemple, telle que 
OM'— 1, OM’= 1, et que l’on joigne ces deux points, le 
triangle obliquangle OM'M" donnera, par un théorème connu, 


MM" = OM! + OM’ — 2 OM’. OM". cos (M'OM). 


Mais si l’on désigne par x’, 7’, z' et x", y”, 2" les coordon- 
nées des deux points M' et M", cette équation deviendra 


GR DE (y — PE — 2) = 1 1 — 2 cos (D, D), 
et en développant les carrés, elle.se réduira à 
(9) cos (D, D’) = xx" + ‘y y" + 2/7", 
puisqu'on a évidemment (n° 6) les relations 
TH YiLz=r, a LH y + ze 1; 
si d’ailleurs on y joint les suivantes . 


(4 dE: 
x = a7, À i 


I 


x 
Vi b Z ; y" pa b'z" : 
qui expriment que les points M”, M”, sont sur les droites (D), 


(D’), on pourra calculer aisément les coordonnées de ces 
points , et l’on trouvera 


br 


A DU 1 rh b RE A a # 
TE ei "Ar 2 LR Tr ne 
V' a +8 Hi Va +b? +1 Va +0? +1 
I db” d 
z!— # I! 


D * == à 9 A a 
V'a?+b+i ‘ V'a?+b+i V'a°+ br? 
de sorte qu’en substituant dans l'équation (9), on aura pour 
déterminer l’angle des deux droites , la formule suivante 


aa +bb' +: 
Va+b+iV a ++ 


Si l’on voulait calculer le sinus de cet angle, on emploie- « 


ET ‘eds D ONE 


rait la relation générale sin = V/ 1 — cos’; qui conduirait ici 


0) 
. 
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à l’expression 
D PNR EC A AC. Te Ge t 05 
V’ a: a HbLiVa +? A1 


et par suite on en déduirait la tangente. 

33. La formule que nous venons d’obtenir pour cos (D, D‘), 
renferme deux radicaux susceptibles chacun du signe +, ce 
qui fournit, si l’on veut, quatre valeurs égales deux à deux, 
et qui répondent aux quatre angles formés’ par les droites 
indéfinies DOE, D'OE': mais il importe de remarquer que 
toutes les fois qu'on affectera les deux radicaux du méme 
signe, c'est-à-dire quand on prendra le dénominateur total 
positivement, la valeur du cosinus conviendra nécessairement 
à l'angle DOD" formé par les deux portions qui font chacune 
un angle aigu avec OZ, où à son opposé par le sommet EOE’. 
En effet, pour ces deux angles, les points M’ et M” qui ser— 
vent à construire le triangle sur lequel repose le calcul, doi- 
vent avoir leurs ordonnées z’ et z”, toutes deux positives ou 
toutes deux négatives : donc, en remontant aux valeurs trou- 
vées ci-dessus pour z° et z”, il est certain que les deux radi- 
caux doivent être affectés du même signe. Observons néan- 
moins que cet angle DOD” pourra encore être aigu ou obtus, 
suivant le signe du numérateur aa° + bb" + 1. 

Quant à la valeur de sin (D , D”), il faut toujours la prendre 
positivement, parce que, sous cette forme, elle convient aux 
quatre angles supplémentaires deux à deux ; et que d’ailléurs 
il est impossible de distinguer des angles négatifs dans les 
trois dimensions de l’espace. 

34. On peut aussi exprimer l” LR que font entre elles les 
deux droites OD et OD’, en fonction des angles que forme 
chacune d’elles avec les axes coordonnés. Soient en effet 
DOX — x, DOY —6, DOZ=;y,eta#, 6,7, les angles ana- 
logues pour la droite OD’; nous parviendrons , comme au 
n° 32, à la relation 


cos (D, D”) = z'a" + y‘ y" us z'z": 


Fic. 6. 
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mais , d’après la remarque faite au n° 29, et attendu qu'ici 


on a OM’ = 1 — OM", les valeurs des coordonnées seront 
x NOM cos 2 = Cds 4, M == TCOSÉ,, 17 =MCosy, 
x" = OM cos c0s4!, ! Po cos bn 2208, 


lesquelles substituées dans l'équation précédente , fourniront 
pour l’expression demandée, 


(11) cos (D, D')— cos a cos & + cos 6 cos £” + cos ycos y ; 


ou bien, en employant la notation suivante, qui rappelle aux 
yeux la situation de chaqne angle, 


(12) cos(D, AU æx)cos(D’, x)-kcos(D, J)cos (D, F) 

cos (D, z) cos(D”, z). 

35. Il est aisé de déduire de ce qui précède , La condition 

pour que les droïtes soient perpendiculaires Vune à l’autre ; 

il faut alors et il suffit que cos(D, D'}— o ; ce qui, d’après les 

formules (10) et (11), entraîne l’une ou l’autre des relations 
suivantes : 

(13) aa + bb'+i —=o, 


(14) cosacosæ - cos6cos6" + cosy cosy — 0, 


lesquelles conviennent aux droites primitivement données 
n° 32, aussi bien qu’aux droites OD et OD’ qui se coupent. 
Quant à ces dernières, on doit remarquer que la condition 
(13) laisse encore la seconde droite en partie indéterminée, 
lors même que la première est complètement fixée par les 
valeurs de a et de b, puisqu’on n’a ici qu’une équation entre 
les deux coefliciens a”, b': et il en devait être ainsi, parce 
que, dans l’espace, il Die une infinité de droites menées par 
le même point O perpendiculairement sur la droite OD. 

Si l’on voulait exprimer aussi par la formule (10) que les 
droites sont parallèles, il faudrait poser cos (D, D')—1,ce 
qui corduirait à l’équation 

(a — à} + (b — by + (ab'— a'by — 


laquelle ne peut être satisfaite qu’en posant a=a et b—=b"; 
ainsi l’on serait ramené aux conditions trouvées n° 24. 
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Des Plans, et de leur combinaison entre eux ou avec 
les droites. 


36. Pour parvenir à l’équation du plan, nous regarderons 
cette surface comme le lieu des diverses positions que prend 
une droite mobile, assujettie à glisser sur une droite fixe, en 
restant parallèle à une direction donnée; et cette méthode 
aura l’avantase de nous tracer d’avance la marche à suivre 
pour exprimer analytiquement la génération des surfaces 
courbes. 

Soient donc 


() x—= az <+p, (2) J =0z+g, 


les équations de la droite fixe que l’on nomme /a directrice ; 
représentons la ligne à laquelle la génératrice mobile doit 
rester constamment parallèle, par x— az, y — V'z; alors 
les équations de cette génératrice auront la forme 


(OT QE (4) r=0'z+g'; 


et ici a’, b’ seront des constantes données et invariables, 
tandis que p”et g' varieront avec chaque position de la géné- 
ratrice, mais non pas d’une manière tout-à-fait arbitraire; car 
il faut encore exprimer que /a droite mobile a, dans toutes ses 
positions, un point de commun avec la directrice fixe, c’est 
à-dire que les équations (1), (2), (3), (4) doivent être véri- 
fiées par un même système de valeurs de x, y, z. Or, puisque 
le nombre de ces équations surpasse d’une unité celui des in- 
connues, cela ne pourra arriver qu’autant qu’il existera entre 
les coefliciens une certaine relation qui s’obtient en éliminant 
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les trois inconnues x, y, z, comme nous l’avons vu n° 25, et 
ui est 
q AUS ' 


ste be DT 


C’est donc là une condition qu’il faut essentiellement joindre 
aux équations (3) et (4) pour que celles-ci représentent com- 
plètement la génératrice. Cela posé, en attribuant successive 
ment à p' diverses valeurs arbitraires, p— 1,2, 7...., et 
tirant de la relation (5) les valeurs correspondantes de g”, 
pour substituer les unes et les autres dans (3) et (4), on ob- 
tiendrait successivement les équations déterminées de telle ou 
telle position particulière de la génératrice; mais si, au lieu 
de fixer ainsi les valeurs de p’et g', on élimine ces deux 
constantes entre les équations (3), (4), (5), l'équation finale 
en (x, Y, 2) conviendra alors à toutes les positions de la géné- 
ratrice, puisqu'elle ne renfermera plus de traces des quantités 
p et g' dont les valeurs particulières pouvaient seules distin- 
guer une génératrice d’une autre : par conséquent , le résultat 
de cette élimination sera l’équation de la surface plane, lieu 
de toutes ces génératrices. Or , en substituant dans (5) les va- 
leurs de pet g'tirées de (3) et (4), on trouve 
ZT—dz—p _ Y —Ù'z —q 
d—a b'—Db ? 
ou bien 


(6) x(b—0")+y(a—a)+z(ab—ba) +p(b—b)+q(a—a)=0, 
résultat qui prouve que l’éguation d’un plan est toujours du 
premier degré , et renferme généralement les trois variables, 
c'est-à-dire qu’elle est de la forme 


Ax + By + Cz + D = o. 


37. Réciproquement , toute équation du premier degré, 
telle que 


(7) Ax + By + Cz + D — 0, 


appartient à une surface plane. Pour le démontrer, cherchons 


cs. ir LE: 
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d’abord Za trace de la surface (7) quelle qu’elle soit , surun 
des plans coordonnés, XZ par exemple; et comme y —0o 
exprime (n° 7) la propriété caractéristique de ce plau, en com- 
binant cette relation avec l’équation (7), nous voyons que 
cette trace est une droite PK représentée par Fi. 7. 


(Der 00e Ar + Oz + D —o. (9) 


Cela posé, imitons la marche suivie au n° 11, et coupons 
la surface inconnue (7) par divers plans parallèles à XY , tels 
que z—œ%, z —*# ,.... : les sections seront représentées par 
les équations simultanées 


(10}:12= 0 let Ain Bo done + DV. (11) 
z = 4 et Az + By + (Ca + D)=0, 


° . ° 0 . 0 . , . . . 0 . , 0 e . , e . e 


résultats dont la forme prouve (n° 15, 17) que ces diverses 
sections sont des droites, toutes parallèles entre elles (n° 24), 
et j'ajoute que chacune a un point de commun avec la trace 
PR ; car, si d’après la règle donnée au n° 25, on combine en- 
semble les équations (8), (9), (ro) et (11) pour en éliminer 
d’abord y et z, on parvient aux deux équations 


Ab Ce Do Ar + (Ge + D)— 0, 


lesquelles s’accordent bien à donner pour x la même valeur. 
Or, comme il en serait évidemment de même en remplaçant 
æ para, æ”,.... j'en conclus que la surface (7) est Ze Lieu 
d’une infinité de droites parallèles , qui s'appuient toutes sur 
une autre droite fixe PR; d’où il suit que cette surface est 
un plan (n° 36). 

Remarquons ici que ce mode de démonstration resterait 
applicable à l'équation (7), quand bien même un ou deux des 
coefliciens À, B, G, seraient nuls, pourvu qu’alors on choisit 
convenablement la trace qui sert de directrice fixe, et la di- 
rection des plans sécans ; mais d’ailleurs, nous savons déjà 
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(n°* 10 et 7) qu’une équation du premier degré, de la forme 
particulière 


By +Cz:+D—o ou Cz+D—o, 


représente un plan qui se trouve parallèle à un ou à deux des 
axes coordonnés : aiusi la réciproque annoncée est vraie dans 
tous les cas. 

38. IL est très important d’observer aussi que les calculs et 
Îes raisonnemens employés n° 36 et 37, restent les mêmes, 
et sans aucune modification, dans le cas des axes obliques ; 
par conséquent l’équation du plan rapporté à de tels axes est 
toujours du premier degré, et la réciproque a également 
lieu. Il suit de là que toutes les formules et les conséquences 
auxquelles nous parviendrons dans les numéros 39, 40, 41, 
42, 43, 44, 45, 54 et Go, seront également vraies pour des 
axes coordonnés obliques. 

39. Lorsque l'équation d’un plan (7) Ax+By+Cz4+D—o 
est donnée, on obtient ses traces en combinant son équation 
tour à tour avec une des suivantes, T=0, FY—=0, Z—=0, 
qui caractérisent (n° 7) chacun des trois plans coordonnés ; 
ainsi la trace PQ sur le plan XY sera donnée par les deux 
équations simultanées 


32—=0, Ax+By +D—=o; 


Ja trace PR sur le plan XZ, par 


FY=0, Âx+Cz+D—=o; 
et enfin celle qui se trouve sur YZ, savoir QR, par 
æ—=0, By +Cz+D—=o, 
40. Pour avoir le point où le plan coupe l’axe OX, on posera 
à la fois les conditions y :—0 et z— 0, qui caractérisent 


évidemment cet axe ; et en substituant dans (7), on obtien- 
dra , pour les coordonnées de ce point P, 
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on trouverait de même pour les points QetR, 


——1=100; 


TAROT IE NOSNBUE 


Ï 


ÆVSN OS IP ESTONIE ES ON. 

Si l’on pose ces trois distances OP —p, OQ=—g, OR—=r, 
et qu’on les introduise dans l'équation (7) à la place de A, B, 
C, l'équation du plan prendra cette forme très symétrique : 


| ad ARE pe 
P q 1! 

41. Observons encore ici 1°. que si le plan proposé devait 
être parallèle à un des axes, OX par exemple, il faudrait 
que la valeur trouvée ci-dessus pour la distance OP devint 
infinie, ce qui entraînerait la condition À —o; par conséquent 
l'équation (7) se réduirait, pour un tel plan, à 


By + Cz + D = o. 


2°. Que si le plan était parallèle à la fois aux deux axes 
OX et OY, ou bien parallèle au plan XY, les valeurs précé- 
dentes de OP et OQ devraient être toutes deux infinies, d’où 
A—oet B= 0 : donc l’équation (7) se réduirait, pour un tel 
plan, à 
CHRIS to ou taie à. 


Ces deux résultats avaient déjà été obtenus dans les n° 7 et 
10; mais comme il importe beaucoup de familiariser le lecteur 
avec ces formes particulières de l’équation d’un plan, nous 
avons voulu les retrouver ici, afin qu’on se rappelât bien que 
quand un plan est parallèle a un ou Deux des axes coordon- 
nés, son équation ne renferme plus LA VARIABLE OU LES VARIA- 
BLES qui se rapportent à ces axes. 

42. Lorsqu’au lieu de donner immédiatement l’équation 
d’un plan, on assigne certaines conditions auxquelles cette 
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surface doit satisfaire , il faut alors calculer les coefficiens qui 
entrent dans l’équation générale , par quelqu’un des moyens 
que nous allons exposer en parcourant les diverses conditions 
que peut remplir un plan. 

D'abord, si l’on veut que Ze plan passe par trois points 
dont les coordonnées sont connues , et désignées par x”, y", 
z',æ",; J',2,x".…. lPéquation générale 


(1) Ax + By + Cz + D = 0 


devra être vérifiée en substituant aux variables les coordon- 
nées de chaque point, ce qui donnera les relations 


(2) Az + By" + C7 + D = 0, 
(3) Az" + By" + Cz" + D — 
(4) Az" + By" she Cz" + D — 0, 


dans lesquelles il no a réellement que trois inconnues, qui 
BE 
5 DD) 
aisément , et les substituer dans (1), qui ne renferme que ces 
mêmes rapports. Voici le résultat, en prenant Parbitraire D 
pour le dénominateur commun, 


© 


sont les rapports — on pourra donc les calculer 


[1 61 


D= 2" 7"2"— 22" SL gx" 9" — j'a" 3" + y 2 x" — 2'y'x", 

A =— y He” 27 CR au + J'Z" — LA + A : 

B——2"2" + az" — 2x" + x'z" — z'x" + sx”, 

C—=—x 7" + x y" — x" Æ y'a" — vx" + y'x”, 

43. Remarquons que si l’on assignait seulement un point 

par lequel dût passer le plan , on n’aurait alors que la condi- 
tion (2) qui pourrait du moins servir à éliminer de (1) la 
constante D, et l'équation du plan prendrait la forme sui- 
vante, très fréquemment employée ; 


A(—)+B(y— 7) +CG—2)=0, 


dans laquelle ii ne resterait véritablement que deux inconnues. 
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44. Conditions pour qu'une droïte soit située dans un plan. 
Représentons les équations de ces lieux géométriques par 


(1) Ax + By + Cz + D = oo, 
(2) x= az +p èt y = Lz + q. (3) 


Si la droite est tout entitre dans le plan, il faut que, pour un 
quelconque de ses points, et par conséquent en laissant z in- 
déterminé, les valeurs de x et y tirées de (2) et (3) satisfassent 
à l'équation du plan; or, en substituant dans (1), il vient 


(Aa + Bb + O) z + Ap + Bg 4+D = 0; 


et puisque cette équation doit se vérifier pour toute valeur 
de z, il faut que l’on ait à la fois 


(4) Aa+Bb+C=o, (5) Ap+Bg+D—=o: 


telles sont les conditions demandées. Par suite, il serait facile 
d’obtenir l’équation d’un plan assujetti à passer par la droite 
(2) et (3), ei par un point donné (x°,.7", z'}; car on aurait à 
joindre aux conditions (4) et (5) la relation 


Ax' + By + C7 + D—o, 


ce qui sufhrait pour calculer les valeurs de trois des coefliciens 
A,B,C,D, en fonction du quatrième, qui disparaïîtrait en- 
suite, comme se trouvant facteur commun. 

45. Relation entre un plan et une droite qui sont parallèles 
entre eux. Conservons les notations précédentes, et exprimons 
que le point de rencontre du plan avec la droite est à une 
distance infinie. Pour ce point commun , les variables doivent 
avoir les mêmes valeurs dans les équations (1), (2), (3); 
substituons donc comme ci-dessus , et il viendra 


1: näphot:BaieD à 
7. da + Bb + C’? 


par conséquent la relation demandée est 


(6) Aa + Bb +C—o, 


Fre. 


7 


e 
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qui coïncide avec la première des conditions trouvées au nu 
méro précédent. D’après cela, on pourra mener par une droite 
donnée un plan parallèle à une autre droite; car on devra 
joindre aux relations (4) et (5) la condition (6) dans laquelle 
on remplacera a et b par les constantes a” et db” de la seconde 
droite. 


46. Relations entre un plan et une droite qui sont perpendi- 
culaires entre eux. Sous le point de vue séométrique, ces rela- 
tions consistent en ce que;les:traces PQ, PR, QR, du plan 
donné, sont respectivement perpendiculaires aux projections 
correspondantes CC’, BB’, AA’, de la droite en question, 
pourvu toutefois qu’il s’agisse de projections orthogonales ; 
car le théorème n’est pas vrai quand les axes sont obliques. 
En effet, le plan qui projette la droite suivant CC’ est, par sa 
définition, perpendiculaire à XY ; il l’est aussi au plan POR, 
puisqu'il passe par la droite dans l’espace : donc ce plan pro- 
jetant est perpendiculaire sur l’intersection PQ des deux au- 
tres; d’où il suit que cette trace PQ coupe à angle droit la 
ligne CC’ qui est dans le plan projetant. On en dirait autant 
des traces et des projections sur les autres plans coordonnés; 
mais j'ajoute que la réciproque a lieu : st deux des projections, 
BB’ er AA’, par exemple, sont perpendiculaires aux traces PR 
et QR, la droite dans l’espace est perpendiculaire au plan. 
Remarquons en effet que les plans projetans qui passent par 
BB’ et AA", sont nécessairement perpendiculaires l’un à PR, 
l’autre à QR, et par suite ils le sont au plan PQR qui contient 
ces lignes ; donc l'intersection de ces deux plans projetans, 
qui n’est autre chose que la droite dans l’espace , Se trouvera 
aussi perpendiculaire au plan POQR. 

Toutefois , pour que cette réciproque soit certaine, quand 
on se borne à exiger la perpendicularité entre deux seules 
projections et les traces correspondantes , il faut que les deux 
plans projetans que lon emploie soient distincts l’un de 
l’autre, sans quoi les deux projections dont on se sert laisse 
raient la droite indéterminée. Ainsi, par exemple, quand les 
deux traces PR et QR seront parallèles à OZ, les projections 
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BB’ et AA” pourront être perpendiculaires sur OZ, sans que 
la droite dans l’espace se trouve perpendiculaire au plan don- 
né, parce qu’alors les deux plans projetans sont évidemment 
confondus et ne suffisent plus pour définir la droite ; mais, 
dans ce cas, il n’y aura qu’à vérifier si la troisième projection 
CC’ est aussi perpendiculaire sur la trace PQ. 

47. Exprimons maintenant ces conditions par l’analyse, en 
conservant les notations déjà employées au n° 44. La trace 
du plan donné sur XZ est représentée par 


C D 
J=0o et At+Oz+D—=o, ou r——-3— —; 
À A 
elle doit être perpendiculaire à la projection correspondante, 
x = az + p : donc on doit avoir la relation 


À 
(7) ARE C’ 
La trace sur YZ'est donnée par 
x=0o et By +Cz+D—o, ou RE 


et pour qu’elle soit perpendiculaire à la projection y—z +, 
il faut que l’on ait 


B 

8 Dhs 

@) ; 

Ainsi les conditions (7) et (8) sont nécessaires et suffisantes 
pour exprimer que le plan est perpendiculaire à la droite. 

48. Toutefois, la dernière conséquence souffre une excep— 

tion dans le cas particulier cité au n° 46, pour lequel on a 

C— 0; car les formules 7 et 8 donneraient alors a— et 

b—x , ce qui réduirait les équations (2) et (3) de la droite à 

une seule z— À, laquelle est insuffisante pour définir -cette 

ligne. Dans ce cas, il faudra employer la troisième projection, 


qui sera de la forme 


y = mr + k, et poser m — : 
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afin d’exprimer que cette projection est aussi perpendiculaire 
à la trace du plan proposé sur XY. Ainsi les conditions com- 
plètes de la perpendicularité entre la droite et le plan, se- 
raient 

(7) af, CUP SES 4 (9) m =? : 
mais à moins qu’on n’ait à opérer directement sur un exemple 
numérique pour lequel C=o, il suffira, dans les calculs 
généraux, d'employer les relations (7) et (8), parce qu’elles 
comprendront implicitement la relation (9), attendu que 


d’après le n° 17, on a m— 7 


49. Trouver la distance d’un point donné (x', ÿ', z') à un 
plan EOHECRFNLE par 


(1) Ax + By + Cz + D — 


Si du point donné nous menons une droite indéfinie per- 
pendiculaire au plan, elle aura (n° 47) pour équations 


A L es à 
(2) Tr = (5%), (3) POIRIER 


et les coordonnées du pied de la droite sur le plan, s’obtien- 
dront en regardant les variables x, y, z, comime ayant les 
mêmes valeurs dans les équations (1), (2), (3). Mais, quand 
on en aura tiré les valeurs de ces coordonnées , il faudra les 
substituer dans la formule qui donne la distance de deux 
points, 


d= Var) HT + G— 7) : 


par conséquent , il est plus avantageux de préparer les équa- 
tions ci-dessus de manière qu’elles renferment les binomes 
 x—x, Y—ÿ', z— 32. C’est pourquoi nous écrirons l’é- 
F quation (1) sous la forme 


(@)  A(œ—x)+B(r—y)+C(G—z)+D'=o, 
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en posant , pour abréger, D'—Ax'+By'+Cz' +D; et 
alors, en substituant dans (4) les valeurs dex— x, y— y", 
déduites de (2) et (3), on trouvera 
— D'C — D'P ; DTA 

A°-+B:+40C: 


f 


Ce On or D AR A rs: 
et par suite, la distance demandée sera 


__Ax'+By"+Cz'+D 


2) ù » 
VAL pb: +0 


Le radical qui entre dans cette expression , comporte deux 
signes, dont il ne faudra jamais garder que celui qui rendra 
la fraction totale positive; attendu que toutes les fois qu’il 
s’agit de distances qui ne sont pas comptées parallèlement à 
une ligne fixe , il ne peut être question que de leurs valeurs 


absolues. 

5o. Lorsque le point donné est à Vorigine des axes, il faut 
poser dans le résultat précédent É—0o, 7 — 0,7 —0; et 
l’on trouve ainsi, pour la distance d’un plan à l’origine des 
coordonnées, 

AIR RE Re 
EVA +B+C 
formule où il faudra encore affecter le radical du même signe 
que D. 


51. Calculer la plus courte distance d’un point (x°, y’, z') 
à une drotte représentée par 


(x) = az! pi NN NN (2) F = bz +4. 


Pour y parvenir, on pourrait mener par le point donné un 
M ) 

plan perpendiculaire à la droite, et dont l’équation serait, 
d’après les relations trouvées n°° 43 et 47, 


(3) a(x—x)+b(y— J)+z—z =; 


puis, en combinant les équations (1), (2), (3), on en tirerait 


Fic 7. 
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les valeurs des coordonnées x, y, z, du point où le plan 
coupe la droite. Or, la ligne qui joindra ce dernier point avec 
celui qui à pour coordonnées x”, y”, z', mesure évidemment 
la distance demandée; donc, en substituant dans la formule 
générale à — Re Dern e J'X +(z—z}, on ob- 
tiendra cette distance, qui, après diverses réductions, pourra 
s’écrire ainsi : 


A ETES NT SR 2 AM 0 à TT 
(4 2 (4 2 lo 
x — — Zi — —— 
/ pp} +(y —g)+ nee 
où l’on a posé, pour abréger, H —a{x"—p)+0(7"—q)#+#7. 
52. Mais on arrive à ce résultat d’une manière plus simple 
et plus élésante, en imaginant le triangle M'MT formé par la 
droite donnée MT , la perpendiculaire M'M abaissée du point 
en question M’, et la ligne qui joint M’ avec la trace T de la 


droite sur le plan XY, trace qui a pour coordonnées z = 0, 
x=p, 7 —=9. En effet, ce triangle rectangle donne 


MM’ = \/TM' — TM : 
or on a évidemment 
M=(x—p)+(y'—9 +2 


et TM = TM’ cos (MTM') 
— TM/(cos « cos æ’ + cos6 cos 6’ Æ cosy cos y’), 


en appelant «, 6, y, les angles de TM avec les axes, et #”, 
6& ,y ceux de TM’ (n° 34). D'ailleurs on sait (n° 29) que 


, / 

TX —p ” HIT j: Z 
7%, cos6—= +, cosy=—; 
( Y TM ? 


4 se 
FE EM TN ? 
donc il vient 


= (2° — p) cos æ + (7° — g) cos C Hz’ cos y, 


et en substituant dans la valeur de MM’, on obtiendra la dis- 
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tance demandée sous la forme 
MM'=V/ (ap #79) #2 2 1{(2"—p) cos a +(y/—g)cos É+/cos y}, 


laquelle coïncidera avec l’expression trouvée pour à”, si l’on 
veut bien y mettre les valeurs connues 


a b 
COLE RE, cosé = 
Va LE Va +b+i 
COSy — (0 ere 
Va + b+i 


53. Trouver l’angle d'une droïte et d’un plan, représentés 
par les équations 


(D) x=az+p, y =Ùz+3g, 
(P) Az + By + Cz + D = 0. 


Cette inclinaison serait une quantité indéterminée, si l’on 
ne convenait pas d’entendre par là l'angle compris entre la 
droite (D) et sa projection orthogonale sur le plan P; et ce 
choix est fondé sur ce que cet angle est le plus petit de tous 
ceux que forme la droite (D) avec les diverses lignes tracées 
par son pied dans le plan, ainsi qu’on le démontre aisément 
par la Géométrie. Il résulte de cette définition que, si d’un 
. point de la droite (D) on abaisse sur le plan une normale (N), 
l’angle de ces deux dernières droites sera le complément de 
celui qu’on cherche. Or, quel que soit le point d’où l’on 
mène la normale, ses équations auront la forme 


(N) OO x=e:+p, y =bz:+a, 
B 


| A 
avec les relations a — C? DE: et comme , d’après le 


n° 32, on a, pour déterminer l’angle des deux droites (D) et 
®), «on 
aa I 
cos (D, N) RE FA PL a EN 
Va+b+iVa + Li 
on en conclura, par la substitution des valeurs précédentes 


3 
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de a‘ et b”, le sinus de l’angle du plan avec la droite, savoir : 


Aa + Bb +c 


l D, D — a 
sin ( ) A: ni B: ne CŒV'a + bi + I 


54. Maintenant comparons les plans entre eux, et cherchons 
d’abord les conditions qui expriment que deux plans sont 
parallèles. Soient 


(P) Ax + By + Cz + D 
(PA A'x + By + Cz+ D' 


0, 


0; 


les équations de ces plans. IL faudra et il suffira que leurs 
traces sur chacun des plans coordonnés se trouvent respecti- 
vement parallèles; si donc on pose dans les équations (P) et 
(P”), successivement x —0, ÿ—0, z—0, on trouvera les 
conditions 


C C C’ À A’ 


es = — —— 


C 
Bu 04 AoppaAté ps 2h? 


lesquelles se réduisent à ces deux-ci, 


Lo TBLUINICE 
NB PCE 


c’est-à-dire que les coefficiens des termes variables seuls 
doivent étre respectivement proportionnels dans les deux 
équations; et même on pourra toujours rendre ces trois coef- 
Jficiens respectivement égaux, en divisant le terme constant 
D’ par le facteur commun qui distinguera A’, B’, C’ de A, 
BC. | 

Fic. 8. 95. Trouver l’angle de deux plans donnés par les équa- 
tions ci-dessus (P) et (P”). Si l’on conçoit la figure 8 exécutée 
sur un plan de projection perpendiculaire aux deux plans 
proposés , ceux-ci y seront représentés par leurs traces AP, 
AP"; et l’angle PAP’ mesurcra évidemment l’inclinaison de ces 
plans. Mais si on leur mènc deux normales par le point A, 
on reconnaîtra aisément que l’angle NAN’ = PAP’; d’ailleurs, 


ne 
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comme ces droites prolongées indéfiniment forment, aussi 
bien que les plans, quatre angles supplémentaires deux à 
deux , on peut dire généralement que ces deux normales 
comprennent entre elles les mêmes an les que les plans en 
question; et cela sera vrai encore de deux autres droites 
parallèles à AN, AN’, et tracées par tel point de l’espace que 
l’on voudra. Cela posé, en menant par l’origine deux perpen- 
diculaires aux plans (P) et (P”), elles auront pour équations 


B 


Le À 
(N) zx—az, y — bz avec les conditions a b = & 


/ APP PRONEE 
CNET ee ee OPA OR REn nee Ter 7 = Ve, 


et les angles de ces deux normales seront déterminés (n° 32) 
par la formule 


aa aa +i bb +: 
En est 4 VA 1e D pen Wa Cia niet 
donc, en substituant ici les valeurs de a, d , b, b', on aura 
pour les angles des deux plans 


__ AA + BB + CC. 
Æ VA+HB + CG VASE BE CO 


formule où le double signe qui affecte le second membre 
répond aux angles aigus et obtus que comprennent les deux 


cos (N, N°’) — 


cos (B,,P°):=—= 


plans indéfinis. 


56. Pour calculer les angles que fait un plan (P) avec les 
plans coordonnés , il suffit d'exprimer, dans Ja formule pré- 
cédente, que le second plan (1°), qui était quelconque, vient 
à coïncider avec un de ceux-ci. Or, pour que le plan (P’) 
devienne le plan XY, il faut évidemment poser dans son 
équation A — 0, B= 0 et D'— o ; donc alors on a pour l’an- 


gle du plan (P) avec le plan XY, 


ï ——— = cos (N, z): 


£os (P, XV) TEVREBE : 


3. « 
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‘on trouverait d’une manière semblable 


| B 
1 (P TL Eee ss COS N È 
cos (P, æxz) EVA+EPRLIC (N, >); 
cos (P, yz) — np nee St (N , x). 


Ces trois angles du plan (P) avec les plans coordonnés, sont 
évidemment les mêmes que ceux de la normale (N) avec les 
trois axes; aussi, en faisant la somme de leurs carrés, on 
trouve, comme au n° 31, la relation 


cos'(P, 27} Æ' cos" (P,'x27) 1 cos (Pl; Yz) = 7. 


57. Les angles d’un plan (P) avec les plans coordonnés 
laissent toujours une ambiguité qui ne peut disparaître qu’en 
substituant au plan, supposé d’abord transporté parallèlement 
à lui-même jusqu’à l’origine des axes, une normale menée 
par ce point et prolongée vers une seule des faces du plan. 
Les angles de cette normale avec les axes positifs sont alors 
complètement déterminés, puisque dans les formules du 
n° 56, il faudra prendre le radical de même signe que le 
coefficient G, lorsque la normale en. question formera un an- 
gle aïgu avec OZ, et de signe contraire , quand elle fera cet 
angle obtus. Quant à la manière de définir /a face du plan sur 
laquelle on veut élever cette normale, c’est dans chaque pro- 
blème en particulier qu’il en faut chercher les moyens: par 
exemple, dans les questions de Mécanique, où il existe des 
forces qui tendent à faire tourner leur rayon vécteur autour 
de l’origine, on peut convenir que la normale sera élevée de 
telle: sorte que le spectateur placé sur cette droite, et les 
pieds sur le plan, voie le mouvement de rotation s’effectuer 
toujours de sa gauche vers sa droite. On pourrait adopter 
l'hypothèse contraire; mais la première offre l’ avantage que, 
quand la normale ainsi définie formera des angles aigus avec 
les demi-axes positifs disposés suivant l’usage habituel, la 
projection du rayon vecteur sur les plans coordonnés se mou- 


& 
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vra dans l’ordre alphabétique des lettres, savoir : de OX vers 
OY, de OY vers OZ, et de OZ vers OX. 

De même, pour mesurer sans ambiguité l’angle de deux 
plans (P) et (P’), il faudra prendre l'angle compris entre deux 
normales dirigées par rapport à chacun de ces plans, comme 
nous venons de l’indiquer pour un seul. | 

58. L’équation du plan prend une fornie remarquable , et 
utile à employer quelquefois, lorsqu'on y introduit la per- 
pendiculaire d abaïssée de l’origine sur ce plan, et les angles 
À, k, », que fait cette normale finie avec les demi-axes posi- 
tifs, OX, OY, OZ. Pour abréger la discussion, admettons que 
dans l’équation 


(P) Az + By + Cz + D = 0, 
on ait eu soin, avant tout, de rendre négatif dans le premier 


membre le terme D; alors la perpendiculaire abaissée de l’o- 
rigine (n° 60), devra être écrite ainsi 
D 
di a à 
; — A: + B: + C: 
et les angles à, &, », seront donnés (n° 56) par les formules 
A ; Æ 


OST ER ME EE, 
HV ASH BE + 0 


COS À —= —_————, 
CT HVA EE HC 

G | ° 
+ VA HBT+C 


car , d’après la préparation effectuée sur le terme D, je dis 
qu’on doit prendre ici tous les radicaux positivement. En effet, 
le plan proposé coupe les axes coordonnés à des distances 


OS Pr 


ARR DA RSADIETCT) 4 AS 
T = — Re Ce 


À HET 


lesquelles auront évidemment les mémes signes que A,B, 
C: or; quand la distance x’ sera positive, il est facile d’aper- 
cevoir que l'angle à de la normale finie à se trouvera aigu, 
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et qu’ainsi cosà devra être positif ; mais puisque alors À > 0, 
il faut donc dans l’expression de ce cosinus prendre le radical 
avec le signe «+. Siau contraire la distance x’ était négative, 
l’angle à serait nécessairement obtus ; et comme dans ce cas, 
on aurait ÀA<[o, il faudrait encore prendre le radical positi- 
vement. La même discussion s'appliquant aux autres angles, 
1 en résulte que les cosinus doivent être écrits comme nous 
avons fait ci-dessus; et alors on en conclut 


— D — D — D 
À — p— CS à, pie j—C05# foèe x COS »» 


d’où, en substituant dans l’équation (P), il vient pour l’équa- 
tion du plan, 


TCOS A — Y COSp + 2005» —= + à, 


Sous cette forme, le second membre À sera toujours une 
quantité essentiellement positive, et les cosinusseuls pourront 
avoir des signes divers , suivant la position du plan, ou plutôt 
de la normale relativement aux demi-axes des coordonnées 
positives. 

59. Condition pour que deux plans soient perpendiculaires 
entire eux. Dans ce cas, il faut et il suflit que la valeur trouvée 
n° 65, pou le cosinus de l’angle des deux plans, devienne 
nulle : donc on aura la relation 


AA! BB + CC —0. 


Go. Déterminer l'intersection de deux plans représentés 
par les équations 


(P) Ax + By + Cz + D — 
(P)  Ax + By + Cz+ D'— 


On pourrait, d’après les réflexions faites au n° 13, se conten- 
ter de dire que la droite demandée est suffisamment détermi- 
née par le système des équations (P) et (P”) prises sémultané- 
ment, c'est-à-dire en y regardant x, y, z, comme recevant 
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à la fois les mêmes valeurs. En eflet, sous ce point de vue, 
il ne reste plus qu’une de ces variables qui puisse être prise 
arbitrairement; de sorte que si l’on pose tour à tour z=1, 
2, 3. . .9. . . et que l’on calcule d’après les équations (P) 
et (P”), les valeurs correspondantes de x et de y, on détermi- 
nera autant de points que l’on voudra de l'intersection des 
deux plans. Mais si l’on désire connaître les projections de 
cette droite, on se rappellera (n°% 3 et 17) que les variables 
æ et z, par exemple, représentent à la fois les coordonnées 
d’un point de l’intersection dans l’espace , et celles de la pro- 
jection de ce point sur le plan XZ : donc l'équation de cette 
projection s’obtiendra en éliminant y entre (P) et (P'). Le 
même raisonnement montre qu'il sufhira d’éliminer x pour, 
avoir la projection sur YZ; de sorte que, sans développer 
ici les calculs, on arrivera évidemment à deux équations de 
la forme 


(1) x — az + p, (2) y = bz + q. 


Si ces dernières sont plus commodes pour se représenter la. 
position de l'intersection, c’est qu’elles appartiennent (n° 15) 
à deux plans passant par cette droite, et qui ont cela de par- 
ticulier, qu’ils se trouvent perpendiculaires, l’un à XZ, l’au= 
tre à YZ; mais il n’en faut pas moins rester convaincu que 
les équations (P) et (P’) sous leur forme actuelle, et prises si- 
multanément, déterminent déjà la droite demandée aussi. 
PRET RNRES que (1) et (2). 

Gr. Par des raisons toutes semblables, on sentira que la 
courbe intersection de deux surfaces représentées par 


F(x, JT» 7) = 0; F'(x, J,.3) = 0, 


est aussi complètement déterminée par le système de ces deux 
équations, prises simultanément, que par les équations de 
ses projections 


x = @(z), Tr = ŸG), 


déduites des précédentes, en éliminant tour à tour y et x; 


4o CHAPITRE HILL. 


et d’ailleurs ces dernières représentent aussi deux surfaces, 
savoir des cylindres parallèles à OY et à OX (n° 8). 

Nous terminerons ce chapitre par un problème qui nous. 
fournira l’occasion d’appliquer plusieurs des formules obte- 
nues jusqu’ici. | 

G2. Trouver la grandeur et la position de la plus courte: 
distance de deux droites , que l’on suppose n'être pas dans un 
même plan, et avoir pour équations 


(L) x = az + p, v bz + q, 
(L'), æ= dztipr, = 024 91. 


Pour résoudre la première partie de ce problème, conce— 
vons par la droite (L) un plan (P) parallèle à (L”), ce qui est 
toujours possible, puisqu'il suffirait de faire passer ce plan 
par la première ligne et par une droite menée d’un point de 
celle-ci parallèlement à la seconde (mais pour exprimer ana- 
lytiquement ces conditions, nous emploierons tout à l’heure 
un moyen plus simple). Imaginons aussi par la droite (L’} 
un plan (P”) parallèle à (L) : ces deux plans seront nécessaire- 
ment parallèles entre eux, et leur distance mesurera évidem- 
ment /a grandeur de la plus courte distance des deux droites 
proposées. (Voyez la Géométrie descriptive n° 43.) 

Or, le plan (P) aura une équation qui, pour simplifier les, 
calculs, pourra s’écrire 


(P) Az + By + z + D =; 
mais puisqu'il est parallèle à la droite (L’) et qu’il contient. 
la droite (L), on aura (n° 44 et 45) les conditions 
(1) Aa + B +1 =o, 
(2) Aa +Bb io, (3) Ap + Bg+D=o, 
dont les deux premières donnent 


RAS me pa, 


7 ab — ab? 


DES PLANS ET DE LEUR COMBINAISON ENTRE EUX, €tC. 41 


et la troisième déterminera D en y substituant ces valeurs. 
De même, le plan (P') aura pour équation 


(P”) A'x + B'y + 3 + D' = 0, 
avec les conditions 


(4) A'a+Bb+i—=o, 
(5) A'a +Bb+iZ=o, (6) A’p +B'7 +D'=0; 


et sans résoudre les équations (4) et (5), on doit voir, en les 
comparant avec (2) et (1), qu’elles conduiront à A’—A, 
B'—B, comme on devait s’y attendre, puisque les plans (P) 
et (P’) sont nécessairement parallèles : quant à la valeur de 
D’, elle se tirera de (6). 

Cela posé, abaiïssons de l’origine deux perpendiculaires 
et d’ sur ces plans parallèles; elles seront exprimées (n° 50) 
par 
D ru onhD 


TVEHB+Er VR+B pi 


et leur différence d— à ou d— à mesurera l'intervalle des 
deux plans, ou bien la plus courte distance :” des droites 
proposées ; donc, en substituant ici les valeurs de D et D”, 


tirées de (3) et (6) puis celles de A et B, il viendra 


A(p—p')+B(qg—9)_(p—pXb—0)—(g—9)(a—a') 
VA+P+: VO) Ga 
63. Il est essentiel d’observer que pour obtenir la véri- 

table grandeur de à" dans tous les cas, il faut d’abord garder 

les numérateurs D et D’ avec les signes qui les affecteront, 
puis prendre toujours leur différence analytique. En effet, 
comime les deux plans (P) et (P”) coupent l’axe OZ à des dis- 
tances z—=—D, 7 — — D’, si les termes D et D’ sont de 
même signe , ces plans parallèles se trouveront d’un même 


d''— (7) 


côté par rapport à l’origine des axes, et dans ce cas, leur dis- 
tance est bien égale à la différence des grandeurs absolues des 
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perpendiculaires À et à, c’est-à-dire qu’elle sera donnée par 
+ (D' — D) 
VA + B +: 
Au contraire, lorsque D et D’ sont de signes opposés, l’ori- 
gine des coordonnées est située entre les deux plans, et alors 
la véritable distance d” se trouve la somme des valeurs abso- 


lues des perpendiculaires À, d'; mais cette somme équivaut 
encore à la différence analytique 


+ (D — D) 
VER: 
Donc, dans tous les cas, la règle énoncée ci-dessus est juste; 
et seulement, dans la valeur définitive de d, il faudra ren- 
dre le résultat positif, en donnant au radical le même signe 
qu’aura le numérateur. 
64. On peut, dans la formule (7), introduire l'angle 8 que 


font entre elles les deux droites proposées, et les angles «, 
6,7, «,6,7, qu’elles forment avec les axes. En effet, d’a- 


près la dernière formule du n° 32, la valeur de d" peut être 


écrite ainsi 
FAUNE (0 GE eur 2 Ram om AR 
sin. Va +b +1 Va + D ag 


COS «& 


et si l’on y substitue les valeurs trouvées n° 30, a — à, 
cos y 

cos ,  cose ,, cosé” 

b — ai b'———,, on obtiendra 


cos y” cos y’? cosy 


65. Quant à la seconde partie du problème, laquelle con- 
siste à trouver la position de la ligne (L”), sur laquelle se 
mesure la plus courte distance des droites proposées, il sufit 
de remarquer que cette ligne (L”) devant être (G. D. n° 47): 


perpendiculaire en même temps à (L) et à (L’), sera donnée 
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par l'intersection de deux plans (P”) et (P”) menés lun par (L), 
l’autre par (L”), et tous les deux perpendiculaires à (P). Or, 
ces nouveaux plans seront déterminés par les équations 


(P") A'x+B'y<+2+D'—o, | (P7) A"x4B"y7+z4+0"—0, 


A"A + B'B + 1 —0, A"A + B"B L 1 —0, 
A'a + B'b L 1 —0o, Aa + B'L'L 1 —o, 
A'"p 2 ts B'q +D'"—0 s A"p' bg Do 


Donc, la droite cherchée (L”) se trouvera représentée analy- 
tiquement par le système des équations (P”) et (P”), prises 
simultanément , lesquelles deviennent, après le calcul des 
coefliciens, 


(æ—p}{a—a+b (ab —ab)]+(7— 9) —b'+a (a b—ab")] 
= z{a(a—a")+b(b—0)], 


(@—p'){d—a+0' (à b—ab)}+(y—g 6" b+ a (ab 2 b)] 
—z{a'(a"—a) +b'(b—0b)]. 


66. Remarquons, en terminant, que si les deux droites 
(L) et (1) se coupaient, le numérateur de la formule (7) de- 
viendrait nul, d’après la condition (5) du n° 25, et alors on 
trouverait d=—0o, ce à quoi l’on devait s’attendre; mais si 
ces droites étaient parallèles, on aurait d=—?, quoique leur 
distance soit partout constante. Ce dernier résultat tient à ce 
que les plans (P) et (P’) deviennent alors indéterminés, 
comme on peut s’en convaincre en remontant aux conditions 
qui avaient servi à les définir, ou bien en remarquant que 
les équations (1) et (2) du n° 62 se réduisent à une seule. 
Cependant, pour appliquer à ce cas la même marche, il suffi- 
rait d'exprimer que les plans (P) et (P’) sont menés perpendi- 
culaires au plan qui contiendrait les deux lignes parallèles; 
mais 1l sera bien plus court de chercher la perpendiculaire 
abaissée d’un point de ([’) sur (L). Prenons, en effet, pour 
ce point la trace qui est donnée par z2=0,x—=p,Yy= 4", 
et la formule du n° 51 fournira, pour la distance des deux 


’ 


Fic. 9. 


Fc. 10. 
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droites parallèles, 


f $ : MX! b CEE Re a 
Hp po Sy LEP rt, 2118 


si bien 
dE (p'— p}+ (g'— qg)—[(p'— p) cos æ + (g'—9) cos CF. 


RAR ANNANAAAAANA AA AAA ARNAUD AN AAA ANA AA À AAA AAA AA RNA AAA 


CHAPITRE IV. 


Transformation des Coordonnées, et théorèmes sur les 
Projections des droites et des surfaces planes. 


67. Lorsqu'une droite finie AB et une droite indéfinie OX 
se trouvent ou non dans un même plan, et que, des extrémi- 
tés de la première , on abaisse sur l’autre des perpendiculaires 
AA’ et BB’ qui, en général, ne seront point parallèles, la 
partie interceptée A’B' se nomme la projection de AB, et ces 
deux droites ont entre elles une relation remarquable. En 
effet, si, par le point B, on conçoit un plan MBB' perpendi- 
culaire à OX, et que l’on mène jusqu’à ce plan la ligne AC 
parallèle à OX , le triangle ACB sera rectangle en C, et l'angle 
BAC — « sera ce qu’on appelle l’angle de AB avec OX. Or, ce 
triangle donne AC — AB .cosx, ou bien A’B’— AB . cos « : 
ainsi la projection d'une droite sur une autre, est égale à la 
droite primitive multipliée par le cosinus de: l’angle nc 
qu’elles font entre elles. 

68. Le même théorème subsiste pour une surface plane 
projetée sur un plan quelconque; mais commençons par con- 
sidérer un triangle ACB dont un des côtés BC est parallèle 
au plan sur lequel on veut projeter la figure : alors on pourra 
évidemment supposer que ce plan de projection passe par le 
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côté BC lui-même , et représenter par A'BC la projection du 
triangle primitif. Cela posé, menons par la ligne AA” un plan 
sécant perpendiculaire à BC; il coupera les deux triangles 
suivant des droites AH et A’H qui en seront les hauteurs , et 
qui comprendront entre elles un angle « égal à celui que 
forment les plans de ces triangles. Or, on a évidemment 


ABC : A’BC :: AH : AH :: 1 : cos; 
d’où l’on conclut A'BC = ABC X% cos x. 


Si le triangle ABC n’a aucun de ses côtés parallèle au plan 
de projection, concevez ce plan mené par l’angle inférieur B, 
et soit A’BC’ la projection de ABC. En prolongeant les lignes 
jusqu’à la rencontre du plan, vous formerez deux triangles 
ADB et CDB, pour lesquels le théorème est démontré; ainsi 
vous aure 


A'DB = ADB *< cos æ, C'DB = CDB X*< cos x; 
donc, en soustrayant membre à membre, il viendra encore 
A'C'B = ACB X cos a. 


69. Maintenant, soit P un polygone plan , et P' sa projec- 
üon sur un plan fixe. Si l’on décompose le premier en trian- 
gles T,, T,, Ts,... dont les projections soient T',, T', 
T’3,... le polygone P sera la somme des uns, et P° la somme 
des autres; mais on aura, pour chacun de ces triangles, 


HAT cos ee MAP E60s #00 
donc, en ajoutant membre à membre, il viendra 
PP cos CR 


formule qui démontre que la projection d'une aire plane sur 
un plan quelconque, est égale à l’aire primitive mulüipliée 
par le cosinus de l'angle nou que forment entre eux les deux 
plans. 

70. 1l est d’ailleurs facile d'étendre, par la méthode des li- 


Frc. 11, 


Fic 12. 


LA 
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mites, la même proposition au cas d’une aire plane S terminée 
par une ligne courbe ou mixte; car, en y inscrivant un poly- 
sone P, et désignant par S” et P' les projections de ces deux 
surfaces sur le plan fixe, on voitbien qu’à mesure qu’on mul- 
tipliera les côtés du polygone, les deux quantités constantes 
S’ et S.cos x seront Les limites des deux quantités variables P” 
et P. cos æ; or, ces dernières étant toujours égales entre elles 
d’après la formule précédente, on en conclut que leurs limites 


sont aussi égales, c’est-à-dire que S’ —S$S. cos «. 


Ainsi un cercle dont le rayon égale a, étant projeté sur un 
plan, donnera une ellipse dont l'aire sera E — xa*.cos «; 
mais il est évident que les deux demi-axes de cette ellipse 
seront a, et b—acos a; donc l’aire deviendra E = 7 ab : 
résultat conforme à ce que l’on sait d’ailleurs. 


71. Si l’on projette la surface plane P sur trois plans rec- 
tangulaires, avec lesquels elle forme des angles désignés 
pare, 6,7, on aura, pour les trois projections P', P”, P” de 
cette surface, 


P' = P cos a tuP'.=\Pitos: Ci GR" —='P cosy; 


puis, en faisant la somme des carrés, et en se rappelant (n° 56) 
que cos? & + cos” 6 + cos’y—= 1, il viendra cette relation très 
remarquable 


p'= -L p72 EL Pp® — P:, 


72. Occupons-nous maintenant de la transformation des 


coordonnées rectilignes, et supposons qu'il s’agisse de passer 
d'un système d'axes rectangulaires OX, OY, OZ, à un système 
d'axes obliques OX", OY”, OZ", qui ont la méme origine que 
les premiers. Si d’un point quelconque M de l’espace, nous 
menons Îles droites MP, MP”, respectivement parallèles à 0Z,07/, 
et terminées aux points P, P”, où elles rencontrent l’une le 
plan XY, l’autre le plan X'Y’; puis, si de ces pieds nous ti- 
rons PQ, P'Q", parallèles à OY, OY', nous aurons pour les 
coordonnées de M dans les deux systèmes, 
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x = 0Q, y — PQ, z— MP, 
x = 0Q, = PQ, z = MP’, 


4 


et la question consistera à trouver les valeurs des unes en 
fonction des autres. Pour cela projetons la ligne brisée 
x + y + 3 sur l’axe OX, en abaïssant de chacun de ses 
angles les perpendiculaires Q’G, PH, MQ : cette dernière 
étant nécessairement dans le plan MPQ, aboutira précisément 
à l’extrémité de l’abscisse x = OQ, et l’on aura 


(1) x = OQ = OG + GH + HQ; 
mais par le théorème du n° 67, on obtient 
Ur Æ0o8(r, 2j, UH y cos (Ru), HO 7 cos (x), 


en désignant toujours par ces notations et autres semblables, 
les angles compris entre deux demi-axes positifs. Donc, en 
substituant, il viendra 


(2) x = x’ cos (x, x) + y’ cos (y', x) + 3’ cos (z’,x). 


À la vérité, la construction paraît supposer que les axes OX, 
OY’,.07', forment tous des angles aigus avec OX ; cependant 
si l’un d’entre eux, par exemple OY”, formait un angle obtus, 
alors dans la figure, que l’on construira aisément, le point H 
tomberait à gauche de G, et l’on aurait, au lieu de (1), cette 
équation 


(3) x — 0G — GH + HQ, 


avec laquelle s'accorde encore l’équation générale (2), puisque 
d’après l'hypothèse Y'OX >> 90°, le terme y’ cos (7’,x) sera 
aussi négatif, et toujours égal numériquement à la projec- 
tion GH de l’ordonnée PQ’ — y’. 

D'un autre côté, si en laissant l’angle Y'OX aigu, il arri- 
vait que le point M eût son ordonnée y” négative, le point H 
tomberait aussi à gauche de G, et l'équation (3) remplacerait 
encore l’équation (1); ce qui prouve que, pour rendre la for- 
mule (2) applicable à tous les cas , il faut tenir compte des 
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signes des coordonnées et des signes des cosinus , en rappor- 
tant toujours ces cosinus aux angles comprisentre les demi- 
axes positifs. D'ailleurs, en projetant la même ligne brisée 
x'+y"+ 23" sur OY et sur OZ, on aurait nécessairement des ré— 
sultats semblables : donc on peut dire que chaque coordonnée 
rectangulaire est égale à la somme algébrique des projections 
des trois nouvelles coordonnées sur chacun des anciens axes, et 
poser les trois formules générales qui suivent : 


x=x'cos(x',r)+y'cos(y’,x)+z'cos(z",x)—=ax + by" +cz, 
4) VER OP) RON LE Enr) eo b'y"+c'z, 
z=x'cos(x",z)+-7'cos(y",z)+z'cos(z",z)—=a"x"+b"y cz". . 


Toutefois, il faut bien remarquer que les neuf constantes qui 
entrent dans ces formules, ne peuvent pas toutes recevoir des 
valeurs arbitraires. En effet, a, a”, a”, par exemple, désignant 
les cosinus des angles que forme uue même droite OX’ avec 
trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, doivent être soumis 
à la condition citée n° 31 : il en arrive autant pour d , b',b", 
et pour c, c’, c”; par conséquent il faudra toujours joindre 
aux RH lE «) les trois relations suivantes : 


(@) a+a+at—i,b LD Lbe;, CHort or, 


ce qui ne laissera que six constantes dont on puisse disposer 
arbitrairement. | 

73. Passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre 
système d’axes aussi rectangulaires ? 11 suffira d’employer les 
formules précédentes (4) et (5), en y joignant de nouvelles 
conditions propres à exprimer que les axes OX’, OY’, OZ’, sont 
aussi perpendiculaires entre eux. Or, d’après la formule (12) 
du n° 34, on a dans tous les cas, 


cos (x’,7") = cos (x’,x) cos (y',x) + cos (x’,y) cos (y',7) 
+ cos (x',z) cos (7,2) 

= ab -+ ab + a"b", 

FACHAP LE 0 ape + ac”, 


cos Galerie + Dior Be”. 
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Donc, pour exprimer que les angles des nouveaux axes sont 
droits, il est nécessaire et suffisant de poser les conditions 


ab + «db + ab" — 0, 
(6) ac + ac + a"c" = 0, 
 Côc + be + be = 0; 


de sorte que la solution du problème actuel est fournie par les 
formules (4), (5) et (6); mais comme cela établit six relations 
entre les neuf constantes , 1/ n'en restera plus que Trois dont on 
puisse disposer arbitrairement pour modifier l’équation d’une 
surface donnée, tant que les axes resteront perpendiculaires 
entre eux. 

74. Dans le cas de deux systèmes rectangulaires, on à 
quelquefois besoin de résoudre les formules (4) par rapport 
à x’, y’, 2’; il suffit pour cela de les ajouter, 1°. après avoir 
multiplié la première par a, la deuxième par a’ et la troi- 
sième par a”: 2°, après les avoir. multipliées respectivement 
par Ÿ, D", b": 3°. par c, c', c"; car ces trois opérations don- 
nent, en ayant égard aux relations (5) et (6), les formules 


ax + dy + a"z = x, 
(7) bx + or +blz= y, 
cx + cy + c'z 2°: 


IE 


On pourrait d’ailleurs établir directement ces formules, en 
regardant x’, y’, z', comme les coordonnées primitives rec- 
tangulaires , et en se rappelant que chacune d'elles est (n° 72) 
égale à la somme algébrique des projections des trois coordon- 
nées x, y, z, sur les divers axes OX”, OY”, OZ’. Sous ce point de 
vue, on aperçoit qu’il doit exister entre les constantes , les six 
relations 


(8) a+b Her, a°+b+cr=1r, a°+b + c'— 1, 
(9) aa +bb'+cc'—0, aa"+bb"+cc"=0, a'a"+b'b'+c'e"—0, 


que l’on doit regarder comme entièrement équivalentes aux 
conditions (5) et (6); car les unes ou les autres ne font qu’ex- 


f 
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primer, dans un ordre différent, que les six ængles XOY, ce 
YOZ et X’OY’, X’0Z', Y'OZ', sont tous droits. 

75. Les équations (7), tre à deux systèmes d’axes rec- 
tangulaires, manifestent une propriété remarquable , que pré- 
sente la projection d’une droite sur une autre droite. En effet, 
on doit voir, commeau n° 72, quele rayon vecteur OM (fig. 12), 
projeté perpendiculairement sur OX’ considéré comme une 
ligne quelconque, se réduit à la coordonnée O0’ = x’ : mais 
les projections de ce même rayon vecteur sur les trois axes rec- 
tangulaires OX , OY, OZ, sont respectivement (n° 72) les coor- 
données x, y, z; et puisque l’on a par la première des équa- 
tions (7), 


x = x cos (x, x’) Æ y cos (y, x’) Hz cos (z, x’), 

il en résulte que, pour projeter une droite OM — x sur une 
droite quelconque OX", on peut d’abord projeter x sur trois axes 
rectangulaires, puis projeter de nouveau ces premières projec- 
tions sur OX’, et ensuite faire la somme analytique des résul- 
tais, C’est d’ailleurs ce à quoi l’on arrive directement, en re- 
marquant que la projection cherchée est égale à r. cos (r, x), 
ou bien, d’après la formule (12) du n° 34, égale à 


r [cos (r,x) cos (x°x) +- cos (r, y) cos (x”,.7) + cos (r,z) cos (x’,z)] : 


or, les produits r cos (r, x), r cos (r, y), rcos (r,z), ne sont 
autre chose que les projections de r sur les troisaxes rectangu- 
laires; et ces produits se trouvant multipliés par les seconds 
cosinus, deviennent bien les projections sur OX’ des trois pre- 
mières projections. | 

76. Il nous sera facile maintenant d’ exprimer /a distance de 
deux points en fonction de leurs coordonnées obliques. Com- 
mençons par la distance OM de Forigine des axes à un point M 
(fig. 12), dont les coordonnées MINE sont æ,.Y,z, et 
les coordonnées obliques x”, y’, z’. Nous aurons d’abord (n° 6) 


OM = x ++ r:. 
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mais si l’on y substitue les valeurs de x, y, z, données par les 
équations (4), et qu’on se rappelle (n° 33) que, pour des axes 
quelconques , on a toujours 


ab + ab + a"b" = cos (x’, r'), 
ac + dc'+ ac” —= cos (x', z'), 
bc Æ be + bc" = cos (7’, 7°), 


il viendra 


(10) OM Me /OL7 2% ox'y cos(x',y')+ 2x'z cos (x’,z°) 
—27'2'cos (7,3). 


77. Observons ‘ici que le rayon vecteur OM est la diagonale 
d’un parallélépipède oblique , qui aurait pour arètes contiguës 
x’, J', 3 ; par conséquent, la formule (10) fait connaître Ze 
longueur de la diagonale d’un tel solide, en fonction des arttes 
et des angles compris entre ces dernières. 

78. A présent, soient M” et M" deux points dont les coor- 
données obliques seraient x’, y’, z', et x”,,7", 2". Si par les 
deux points donnés, on menait six plans respectivement pa- 
rallèles aux plans LAS A obliques, on formerait évi- 
demment un parallélépipède dont la droite M'M” serait la 
diagonale, et soi les trois arètes contiguës égaleraient x'—x", 
TT", 2 —2". Par conséquent, d’après la remarque du n° 77 
et la formule (10), on aura pour la distance demandée, 


ML Gr — 2) + (y + (2 | 
+ 2(x—a") (y'—7") cos (x, 7°) 
+ 2(x'—x") (3 — 23") cos (x’, 7) 
+ 2(7'— y") (z'—23") cos (7”, 3). 


79. Les formules propres à passer d'un sysième oblique à un Fic. 16. 
autre système aussi oblique, sont très rarement employées, à 
cause de leur complication; cependant, pour compléter cette 
théorie, nous aïlons donner un moyen d’y parvenir, en 
n’employant que des projections orthogonales. Soït M (fig. 16) 


ie 


52 | : CHAPITRE IV. 
-un point de l’espace qui, rapporté tour à tour à deux systèmes 
d’axes obliques OX, OY, OZ, et OX’,0Y”, OZ’, ait pour coor- 


données 


Zz 


Il 


MP, > —PQ, x = 00, 
MP, = PQ, a = 00 


Par l’origine commune O, élevons perpendiculairement au 


Z' 


plan XY, une normale ON dirigée du méme côté de ce plan 
que le demi-axe positif OZ, et projetons sur cette normale la 
ligne brisée x + y + z: cette projection se réduira à celle 
de MP — z, parce que les deux autres coordonnées sont dans 
le plan XY perpendiculaire à ON ; ainsi l’on aura (n° 67) 


ON = z cos (N,2). 


Maintenant si nous projetons sur la même normale, la ligne 
brisée x’ + y’ + z’ qui a les mêmes extrémités que la précé- 
dente , nous aurons encore 


ON = OG + GH + HN 
= x cos(N,x)+ y cos (N,7") + z' cos (N,z'), 


formule qui conviendra à toutes les situations, pourvu qu’on 
y tienne compte, ainsi que nous l’avons montré au n° 72, des 
signes des coordonnées et de ceux des cosinus des angles com- 
pris entre les demi-axes positifs et la normale ON dirigée 
comme il a été prescrit plus haut. Cela posé, en égalant les 
deux valeurs précédentes de ON, on obtiendra l’expression 
de z en fonction des trois nouvelles coordonnées : mais si l’on 
élève aussi’ deux autres normales ON”, ON”, respectivement 
perpendiculaires aux plans XZ, YZ, et dirigées du méme côté 
que les demi-axes positifs OY, OX ; puis, si l’on projette en- 
core sur ces nouvelles normales, les deux lignes brisées 
æ—+y+zetx" + y + 7, on obtiendra évidemment des 
résultats semblables aux précédens, lesquels fourniront enfin 
pour les formules demandées, | | 


zCcoS(N,z) = x" cos(N,x") + y’ cos(N, y’) + z/ cos (N,z'), 


(ra){ycos(N’,7)= x" cos(N',2") + 7 cos (N°57) + 2" cos (N';z'), 
æcos(N”,x) = x’ cos(N',x”) + y’ cos (N”,7') +z/cos(N ,3'). 


CS 
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Bo. Les angles qui entrent dans ces équations, supposent l’in- 
troduction de normales auxiliaires, distinctes des axesanciens 
ét nouveaux ; mais on pourrait y substituer des angles formés 
par les données immédiates de la question, en observant que 


cos (N,z) = sin (z,xy), cos (N,x') — sin(x’,xy),..... 


Toutefois , cela aurait l’inconvénient d’exiger l’emploi d’angles 
négatifs dans les seconds membres ; car on apercevra aisément 
que le facteur sin (x’°,xy), par exemple, devrait être affecté du 
signe moins, si le demi-axe positif OX’ tombait du côté op- 
posé à OZ par rapport au plan XY. Ainsi il faut mieux garder 
les formules sous la forme (11), parce que les angles n’y pou- 
vant varier que de o à 180°, les cosinus prendront d’eux- 
mêmes les signes convenables. 

Observons enfin qu’en supposant rectangulaires les axes pri- 
mitifs OX, OY, OZ, les trois normales ON”, ON’, ON, vien- 
dront coïncider avec ces axes, et Les formules (11) feront re- 
tomber alors sur les équations (4) du n° 52. 

81. Dans toutes les transformations de coordonnées qui 
précèdent , nous avons supposé que l’origine restait invariable. 
Or, si, en déplacanit les axes parallèlement à eux-mêmes, on 
transportait seulement l’origine du point O à un autre point 0’ 
dont les coordonnées relatives à O, fussent désignées par &, 6,7, 
il est clair qu’il faudrait employer les formules 


LT = x" La, psy oi CUS Is 2 y 


d’où il résulte évidemment que pour passer d’un système 
d’axes OX, OY, OZ, à un autre système OX", O'Y’, O’7/, dont 
la direction et l’origine sont différentes, 1l suffira d’ajouter 
aux valeurs de x, y, z trouvées pour les divers cas précédens, 
les coordonnées #, 6, yde la nouvelle origine 0", comptées pa- 
rallèlement aux anciens axes. 

82. Il importe d’observer que quand on emploiera un des 
systèmes de formules qui précèdent, pour rapporter l’équation 
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d’une surface F(x, y, z)== 0 à de nouveaux axes, l'équation 
transformée F'(x°,7", 3’) — 0 sera toujours du méme degré n 
que la première ; et l’on sait que l’on entend par degré d’une 
équation, la plus haute somme des exposans des trois variables 
dans un méme terme. En effet, dans tous ces systèmes, les valeurs 
de x, y, z, étant linéaires par rapport à x’,7’, z', une quan- 
tité telle que æ deviendra (ax’ + by" + cz + a), dont 
les termes sont au plus de la dimension p; et un produit 
æP.y1. z' donnera des termes x". y1.z"", dans lesquels 
P'+ g +71" égalera au plus le degré p + g + r: donc, d’a- 
bord, le degré n° de l’équation F'(x', y", z°) ne pourra sur- 
passer 7. 

D'un autre côté, on ne saurait prétendre que, par des ré- 
ductions de termes , le degré n° soit devenu moindre que 7. 
Car, en substituant dans F'(x*, 7’, 7) = 0, les valeurs de 
x ,Y', 2, tirées des formules qu’on aurait employées pour 
la première transformation, valeurs qui seront encore évi- 
demment linéaires, on doit toujours retomber identique- 
ment sur F (x, y, z) — 0; or, cela exigerait que le degré n° 
püût s'élever jusqu’à 7 par une transformation de coordonnées, 
ce qui vient d’être démontré impossible; par conséquent, le 
degré n' restera toujours égal à n. 

C’est ainsi que, comme nous l’avons vu n° 38, l’équation 
du plan est toujours du premier degré, soit que Îles axes se 
trouvent rectangulaires ou obliques. | 

83. Toute section faite dans une surface F(x, y, z) = 0 
du degré n, par un plan quelconque, est une courbe du de- 
gré n au plus. ) 

En effet, concevez que cette surface soit rapportée à d’autres 
axes, dont deux, OX" et OY”, soient sttués dans le plan sé- 
cant : alors son équation F’(x’, 7’, z') = o sera encore (n° 82) 
du degré »; et comme il suflira évidemment d’y poser z — 0, 
pour obtenir la section demandée, le résultat ne pourra être 
d’un degré supérieur à 7. Seulement, ce degré sera moindre, 
si l'hypothèse 3! — © anéantit tous les termes de Fordre le 
plus élevé. 
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84. Pour connaître cette’ sectioù er vraie grandeur, ce qui 
est utile dans la discussion des surfaces, il ne suflirait pas de 
combiner F(x, y, z) = o avec l'équation du plan sécant 
Ax + By + Cz+ D — 0, en éliminant la variable z, par 
exemple; parce que le résultat f(x, 7) = o représenterait 
seulement /a projection de la courbe demandéé, projection 
qui n’est pas ordinairement identique avec la section dans l’es- 
pace : mais il faut effectuer une transformation de coordon- 
nées équivalente à la marche indiquée n° 83, et pour laquelle 
nous allons donner des formules directes, après avoir déter- 
miné , 1°. l’anglé g que forme avec OX la trace du plan sécant 
sur le plan XY ; 2°. l’angle 8 qui exprime l’iuclinaison du plan 
sécaut sur le même plan XY. Or, la trace en question étant 


Ax + By + D = 0, on aura tang © — — et et par les for- 


C 
mules du n° 56, on sait que cos Ÿ — ve CCS: TIC 


85. Cela posé, soient OX, OY, OZ les axes rectangulaires 
auxquels est rapportée la surface F (x, y, z) — 0 ; OAB le plan 
sécant que nous supposons passer par l’origine, et OX’ sa 
trace sur le plan XY. Merñons dans ce plan sécant une 
droite OY” perpendiculaire sur OX’, et cherchons à rapporter 
à ces deux derniers axes, la section faite par le plan OAB 
dans la surface. Or, pour un point M de cette section, on a en 


inème temps 


MP = 2, PQ= y, O0 = x, 
MR NME OR — is 


puis, si nous tirons la droite RP, elle sera évidemment per- 
pendiculaire sur OX, et parallèle à la projection orthogonale 
OY” de OY’ sur le plan XY ; de sorte que l’inclinaison du plan 
sécant sera mesurée par l'angle MRP — Y'OY” — 4, Alors le 
triangle rectangle MRP donnera 


Fic. 15e 
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MP ne usin b, 
Phi mi )r cos 


mais en considérant le point P, projection de M, comme rap- 
porté tour à tour aux deux systèmes de coordonnées rectangu- 


laires x — OQ, y = PQ, et x'=OR, 7"— PR, on auraentre 
ces coordonnées les relations connues 


x —= x" cos @ + y” sin ?, 
y = x’ sin ® — y" cos y: 


ce sont les formules ordinaires pour la transformation des 
coordonnées rectangulaires dans un plan; seulement nous 
avons changé le signe de y” partout, attendu que dans la 
figure actuelle les y” positifs se projettent sur les y négatifs. 
Donc, en substituant ici la valeur précédente de y”, on obtien- 
dra enfin pour les coordonnées d’un point commun à la surface 
et au plan OAB, les expressions 


x — x" cos @ + y’ cos 8 .sin @, 
(12) y = x sin g — y cos 8 .sin ?, 
2 POS CS 


Ainsi ces formules, substituées dans F(x, #,z) — 0, donne- 
ront l’équation f(x’, y") —0 de la section rapportée à des 
axes rectangulaires pris dans son plan. 

86. Si le plan sécant OAB était perpendiculaire à XY, il 
faudrait poser 8 — 00°, et les trois formules (12) se réduiraïent 
aux deux suivantes : 


(13) 


Fe SRE COS ©, 
MES FC PAUL ON 


parce qu'ici l’axe OYŸ’ coïncidant avec OZ, il est inutile de 
substituer ÿ’à l’ancienne coordonnée z; et l’équation de la 
section faite dans F(x,7, z) —0, se présentera alors sous la 
forme f(x’, z)= 0. 

87. On pourrait d’ailleurs obtenir directement les formules 
(13) en passant du système primitif OZ, OX, OY, à un autre 
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système rectangulaire OZ, OX", OY"; ce qui n’exige que l’em- 
ploi des équations relatives au changement de coordonnées 
dans un plan, à cause que l’axe OZ est commun. On poserait 
donc 

— x cos p — y sin 9, 
Se) { x = x’ sin ® + y cos #, 
mais après avoir substitué dans F (x, y, z) — 0, il resterait 
à faire y" — 0 dans le résultat, puisqu'on ne cherche ici que 
les points de la surface qui sont situés dans le plan sécant, 
lequel coïncide avec ZX’ : or, cela revient évidemment à in- 
troduire d’abord la condition y’ = o dans les formules (14), 
qui coïncideront alors avec les équations (13). 

89. On se souviendra que quand le plan sécant ne passera pas 
par l’origine des anciens axes , ou quand on voudra placer l’ori- 
gine des nouveaux axes autre part qu’en O dans le plan sécant, 1l 
faudra (n° 81) ajouter aux seconds membres des formules (12) 
et (13) les coordonnées de la nouvelle origine, comptées pa- 
ralièlement aux axes primitifs. 


89. Formures D’EuLer pour passer d'un sysième rectangu- 
laire à un autre système aussi rectangulaire, Les formules 
(4), (6) et (6) que nous avons données aux n°° 72 et 73 pour 
remplir cet objet , sont bien simples et fort symétriques ; mais 
elles ont l’inconvénient de renfermer neuf constantes a, D, c, 
a",b",..... qui se trouvent liées par six équations de condi- 
tion, entre lesquelles l’élimination ne peut s’effectuer commo- 
dément pour réduire à trois données, comme cela devrait 
être possible , la détermination des nouveaux axes relative- 
ment aux anciens. On a donc cherché à exprimer ces neuf 
constantes en fonction de trois autres choisies de la manière 
suivante : soient OX, OY, OZ, les trois axes rectangulaires 
primitifs, et ON la trace du nouveau plan X’Y’ sur XY : ce 
plan X’Y’ sera déterminé par l’angle NOX — +4 et par son 
inclinaison # sur le plan XY; si d’ailleurs on donne l'angle 
NOX’ — 9 que forme l’axe OX’ avec ON, la position de cet 


Fic. 13. 


Frc. 13. 
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axe OX” sera connue, ainsi que celle de OY’ qui lui est per- 
pendiculaire ; et enfin le troisième axe OZ” devra être mené 
perpendiculairement aux deux premiers, et formera l’angle 
ZOZ’ = 6. Nous supposerons en outre qu'ici le plan X’Y’ est 
situé au-dessous de XY, afin de faire coïncider nos formules 
avec celles qui sont employées ordinairement dans la Mé- 
canique. 

Cela posé, en imaginant une sphère décrite du point O avec 
un rayon arbitraire, elle sera coupée par les trois faces de 
l'angle trièdre ONXX’ suivant un triangle sphérique ABC dont 
chaque angle, tel que À, sera lié avec les trois côtés BG — 4, 
CA = 6, AB — 7, par la relation connue (*) 


(15) cos & — cos A sin 6 sin y + cos 6 cos y. 


(*) Nous démontrérons au chapitre XVIÏI cétte formule que nous em- 
ployons ici pour abréger ; car on pourrait arriver aux valeurs de x, y, 2, en 
fonction dex’,y", z', par unie succession de systèmes rectangulairés qui, ayant 
deux à deux un axe commun, n’exigeraient que l’emploi des formules (14) 
relatives à la transformation des coordonnées dans un plan. En effet, si l’on 
regarde la droite ON comme un axe auxiliaire OX", et qué l’on en imagine 
deux autres OY" et OY"” qui soient les intersections des plans XY et X/Y° 
avec le plan ZO7/, on passera du système primitif OX, OY, OZ, au système 
OX”, OY”, OZ, par les formules 

x = x" cos 4 + y”sin 4, 
y =" cos 4 — x" sin À ; 
puis, du système OX", OY", OZ, on passera au système OX", OY", O7’, 
par les relations analogues 
y" = y" cos 8 + z' sin 8, 


z = 2 cosô—y"sin; 


enfin, on passera dun système OX", OY", OZ’, au système OX’, OY’, OZ, 
par le moyen des équations 

x" =afcosp—y'sinp, 

#"=y cos®+zx’sing; 
et si l’on substitue ces diverses valears dans les précédentes, on trouvera pour 


expressions des coordonnées x, y, z, en fonetion de 4’, y", + et des angles 
8,9, +, les formules (16) eitées dans le texte, 
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Orici,onaA—0,æ— XOX’,Ç —@,7y—1Ÿ; par conséquent 
l’équation (15) devient 

a —= cos XOX” == cos 8 sin @ sin Ÿ + cos ® cos Y. 


La même sphère serait coupée par l’angle trièdre ONXY” sui 
vant un triangle ABD où l’on aurait A — 0, x — XOY’, 
E—= g + 90°, y —= À; donc, en substituant dans (15), ou 
bien en remplaçant seulement @ par go° -+- dans la valeur 
de a, il viendra 

b = cos XOY’ — cos 8 cos @ sin à — sin @ cos Ÿ. 


De même, l’angle trièdre ONXZ’ fournira un triangle sphé- 
rique ABE où l’on aura A — 90° — 8, x — XOZ’, 6 — ao°, 
y =; donc la formule (15) donnera 


c = cos XOZ” — sin 6 sin «|. 


Maintenant si, dans les valeurs de a, b, c, on remplace + par 
90° + +, l’axe OX deviendra OY, et il en rats immédia- 
tement 
a = cos YOX’ cos 8 sin @ cos 4 — cos @ sin +, 
b’ cos YOY” cos Ô cos @ cos À + sin p cos +, 
c' = cos ŸYOZ’ — sin 0 cos 4. 


Î 


I 
Ï 


Enfin, si l’on considère l’angle trièdre ONZX, il coupera la 
sphère suivant un triangle sphérique ACF où l’on aura 


A 90-06 a = ORNE AC PM PEUMMES 607 
donc la formule (15) donnera 
a" — cos ZOX” —— sin 8 sin y; 
et en remplaçant ici @ par 90° +, on en déduira 
B°=— cos ZOY! —— sin 4 cos ? ; 
d’ailleurs, on a évidemment 


e" — cos ZOZ’ = cos 4. 
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Voilà donc, en fonction des trois angles 0, @, 4, les valeurs: 
des neuf coefficiens qui entrent dans les formules (4) du n° 92; 
et en les y substituant , ces formules deviendront 


x —= + (cos Ë sin @ sin Ÿ + cos ® cos +) 
+ y (cos 8 cos @ sin à — sin ? cos Ÿ) 
+ z’ sin 6 sin W: 
(16) / y —= zx" (cos 4 sin @ cos Ÿ — cos p sin Ÿ) 
+ y” (cos 8 cos @ cos d + sin @ sin Ÿ) 
+ z' sin à cos À : 
| z =—x"sin 6 sing — y’ sin 8 cos ® + z’cos6. 
Fic.12. 90. COORDONNÉES POLAIRES. On peut encore fixer la position d’un 
point M de l’espace, au moyen des trois variables suivantes : 
1°, le rayon vecteur OM = 7; 2°. l’angle ZOM — 6 formé par 
ce rayon avec l’axe positif OZ ; 3°. l’angle POX — » que forme 
le plan méridien ZOM avec le plan fixe ZOX. De ces deux 
angles , le premier 0 qui est compris entre deux droites pro- 
longées d’un seul côté du pôle O , ne variera que de o à 18o°, 
tandis que le second « devra varier de o à 360°, pour que le 
rayon vecteur OM puisse atteindre tous les points de l’espace. 
Maintenant, si l’on veut exprimer en fonction de r, 8, w, les 
coordonnées rectangulaires MP=— 3, PQ = y, OQ — x, on ob- 
servera que les triangles rectangles MOP et POQ donnent 


x= OP cosw, 7y—OPsine, OP—rsin0, z=—=rcosb; 
d’où l’on conclut 


(17) "Tr sin co8o Y=)r Sin ls a) 2 rCost: 


91. Nous avons déjà trouvé (n° 29) pour les valeurs de ces 
coordonnées en fonction du rayon vecteur r et des trois an- 
gles æ, 6, y, qu’il forme avec les axes rectangulaires , les re- 
lations 


(18), r=æréose, «Y=r cos USE cos y; 


ainsi, en comparant les formules (17) et (18), on pourra ex- 


DU CENTRE DANS LES SURFACES. Gr 


primer ces trois derniers angles en fonction de deux w et 8, 
dont le dernier est ici le même que y. Cette réduction s’accorde 
bien d’ailleurs avec la dépendance qui doit toujours exister , 
entre #, 6, y, laquelle est donnée (n° 31) par l’équation 


cos’a + cos®é + cosy = 1. 
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Du Centre dans les surfaces quelconques , et spé- 
cialement dans les surfaces du second degré. 


92. On appelle centre d’une surface quelconque, un point O Fre. 17- 

tel que toutes les cordes MOM', NON”,.... menées par ce 
point , y sont divisées chacune en deux parties égales. I] faut 
cependant ajouter que si la droite OM coupait la surface en 
plus de deux points, il suffirait que ceux-ci, combinés dans 
un certain ordre, se trouvassent deux à deux à égale distance 
de O. Cela posé, si l’on conçoit que la surface soit rapportée 
à trois axes rectangulaires ou obliques, mais dont l’origine soit 
au centre O, et que l’on mène parallèlement à OZ les ordon- 
nées MP et M’P’, des extrémités d’une corde, on verra aisé- 
ment, par les triangles égaux MOP, M'OP”, que ces ordon- 
nées sont égales et de signes contraires. Il en sera évidemment 
de même pour les x et pour les y des points M, M”, et aussi 
pour toute autre corde passant par le centre : d’où il suit que 
si.f(r, Y, z) —0 représente l’équation de la surface rapportée 
au centre comme origine, cette équation devra se trouver véri- 
fiée par une infinité de systèmes de valeurs tels que 


’ , / ! 2 , 
Mn D 7) 2 3 AS EE A MS ANT, 
CAS NE à 2% e t " ne x" ; Le Lai ) A. z! ù 


e . "1 e . . » ° M . Ale : . ; D] 
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Par conséquent, 11 faut que l'équation f(x, y, 2) = 0 soit 
composée de manière qu’elle ne change pas quand on change 
à La fois les signes des trois variables x, y, z: et la récipro- 
que est également vraie. 

93. Lorsque l’équation f(x, y, z) — 0 rapportée au centre 
est algébrique, c’est-à-dire qu’elle ne renferme aucune fonc- 
tion transcendante, la condition précédente revient évidemment 
à dire que dans chaque terme Za somme des exposans des va- 
riables doit étre de méme parité que le degré de l'équation. 
Ainsi quand l’équation sera d’un degré pair, il faudra qu'il 
n’y entre que des termes dont le degré soit aussi pair; et 
quand elle sera d’un degré impair, il ne devra y entrer que 
des termes de degré impair, parce que ceux-ci changeront 
tous de signe en remplaçant x, y, 3, par—x,—7, —2, 
ce qui n’altérera pas l’équation, attendu que le second mem- 
bre est zéro. On sent bien que , dans ce dernier cas, l’équa- 
tion ne saurait avoir de terme constant; donc elle sera vérifiée 
par les valeurs simultanées x —0, 7 —0, z—=0, et ainsi 
une des nappes de la surface passera par le MORT Par exem- 
ple, chacune des équations 


Axyz® + Bxy + Cyz + Dry + E — 0, 
Azyz + Byz + Cx + Dy +Ez=o, 


représente une surface qui admet pour centre l’origine des 
coordonnées actuelles. 

94. Maintenant, soit F(x, y, z) — o l'équation algébrique 
d’une surface rapportée à des axes quelconques. Pour recon- 
naître si elle admet un centre, il faudra transporter simple- 
ment les axes parallèlement à eux-mêmes en un point indé- 
termmé (x,, J:, Z,), en substituant dans F (ris, 2) 26, 
les formules (n° 8r), 


ge + ef REY NE le OT nf 


puis, égaler à zéro les coefficiens de tous les termes où /a 
somme des exposans ne sera pas de méme parité que le de- 
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gré de l'équation, et voir si l’on peut satisfaire ces conditions 
par des valeurs réelles et finies des coordonnées x,,7,; z, 
qui alors détermineront la nouvelle origine pour le centre 
demandé ; mais lorsqu'on ne pourra satisfaire à ces conditions 
par de telles valeurs, la surface proposée n’admettra point de 
centre. | 

95. Appliquons ces principes aux surfaces du second degré 
qui sont toutes renfermées dans l’équation générale 


Ax°+ A 7° +A"2+oByz+2BzrtoB'xyl 
(1) { +oCr+oC'y L oC”’z + E =0—=@(X,7,2). 


Nous y laisserons les coordonnées quelconques, rectangulai- 
res ou obliques ; et pour reconnaître si ces surfaces admet- 
tent toutes un centre, nous y substituerons + = 2" + x,, 
SES HS, 2=%#+2, puis nous égalerons à zéro les 
coefficiens des termes de degré impair. Alors, en supprimant 
les accens des nouvelles coordonnées, l’équation résultante 
deviendra 


(2) Ax° + A'y9 L Az 2Byz + 2B'zx + 2B'xy + K—o, 


dans laquelle les coefficiens des variables sont les mêmes que 
dans (1), et où le terme constant est égal à @ (x, ,.7,, 2), 
c’est-à-dire que 
K=— Ari + AY + A"25 + aBy,z, + 2B'zx, + 2B'x, y 
+ 2Cx, + 207, + 2072, HE. 


D'ailleurs les termes disparus auront donné les conditions 


(3) Ar, + B'z, +- B'r, + C=o, 


(4) Ar + Ba + B'x + Co, 
(5) Az, + Br; + By, + C’= 0, 


dont les premiers membres ne sont autre chose que les déri- 
vées de la fonction &, relatives à x, à y, à 2, dans lesquelles 
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on aurait remplacé x, y, zparx,, Yÿ,, 2 (*); et si alors on. 
résout ces trois équations du premier degré, on en déduira 
des valeurs de la forme 


dans lesquelles 
D — AB? + A'B'2-E AB": — AAA" — 2BB'B", 
N == C(A’A"— B:)+C'(BB'—B'A") + C'(BB’—B'A'), 
N'— C'(AA" -— B°)+ C’(B'B"— BA) +C(BB'— BA”), 
N'—C"(AA'—B")-+ C (BB”’— B’A”) + C’ (B’B*— BA). 
06. Cela posé, lorsque l’équation donnée (1) rendra le po- 
lynome D > 0, les valeurs précédentes de x,,7,, z, quisont 
< 


toujours réelles, se trouveront finies; par,conséquent, la 
surface admettra un centre unique dont la position sera dé- 


(*) On peut s’assurer que, dans toute fonction rationnelle et entière, 
F(x, y, 2) les termes du premier ordre en x, y, z, après qu'on y aura 
substitué x + x1, Y + Viry Z — 21, auront toujours pour coefficiens les 
dérivées de F; car si l’on effectue cette substitution dans l’ordre x; + x; 
YiY, 2 +2, la formule de Taylor donnera pour la fonction variée 

dE dF dE 
F(xr; dd hpe ral RE Apt 1 
dE æ3 dF 


On voit aussi que le terme indépendant des variables est F(x;, Y:, z:), et 
que la dernière ligne reproduira tous les termes de l’ordre » le plus élevé, 
qui entraient dans F(x, y,z); mais ceux d’un ordre inférieur se trouve- 
ront augmentés de nouvelles quantités qui s’obtiendront par la formule 
précédente. D'ailleurs, pour que la surface F (x, y, z)admeute un centre, 
il faudra pouvoir égaler à zéro toutes les dérivées d'ordre impair ou 
d’ordre pair, selon que le degré de cette surface sera pair ou impair. 


# 
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termince par les coordonnées x,, 7,, z, de ka nouvelle 
origine, pour laquelle l’équation de la surface prendra la 
forme (2). 

Si l'équation (1) rend le polynome D = 0 , et que les trois 
numérateurs N, N°, N° ne soient pas nuls à la fois, une au 
moins des coordonnées du centre deviendra infinie; ce qui 
signifie que dans ce cas la surface sera dépourvue de centre. 

Enfin, si en même temps que D—o, les trois numérateurs 
N,N’, N°,sont tous nuls, la surface admettra une infinité 
de centres, puisque alors les équations (3), (4), (5) se rédui- 
ront à une ou à deux équations vraiment distinctes, ce qui 
permettra d’y satisfaire par une infinité de valeurs de x,, y,, 
Z,: mais ce cas présente deux variétés qu’il faut examiner 
séparément. | 

97. Lorsque le système (3), (4), (5) se réduira à deux 
équations distinctes, ce qu’on reconnaîtra en voyant si les 
valeurs de x,,7, , tirées de (3) et (4), par exemple, vérifient 
(5), quel que soit z,, on en conclura qu’il existe une infinité 
de centres, situés tous sur la droite EF représentée par (3) et Fi. 17 
(4); et dans ce cas la surface sera nécessairement un cylindre Vi: 
à base elliptique ou hyperbolique. En effet, tous les plans 
: menés par EF couperont la surface suivant des lignes du se- 
cond degré (n° 83) qui devront évidemment admettre pour 
centres tous les points 0’, O0”... de EF ; donc, chacune de 
ces sections ne pourra être que le système de deux droites pa- 
rallèles à EF : ainsi la surface proposée se trouvera le lieu de 
diverses droites parallèles entre elles, c'est-à-dire qu’elle 
sera cylindrique. J'ajoute que ce cylindre aura nécessairement 
une base elliptique ou hyperbolique ; car, si on le coupait 
par un plan GO'H perpendiculaire à EF, on devrait trouver 
pour section une courbe du second degré qui admît pour 
centre le point O°. 

98. Quand les équations (3), (4), (5) se réduiront à une 
seule , ce qu’on reconnaîtra en voyant si la valeur de x, tirée 
de (3), par exemple, vérifie (4) et (5) quels que soient y,, 
z,, On en conclura qu’il existe encore une infinité de centres 


5 
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situés tous dans le plan GO'F déterminé par l'équation (3); 
et alors la surface proposée ne sera autre chose que le sys- 
tème de deux plans parallèles à GO'F. En effet, si l’on trace 
dans ce dernier plan deux droites EF et GH, on prouvera, 
comme ci-dessus (n° 97), que la surface est un cylindre pa- 
rallèle à EF, Mais ensuite un plan sécafft mené par GH per- 
pendiculairement au premier, devra donner une courbe qui 
ait pour centre tous les points de GH; c’est-à-dire que cette 
section, base du cylindre, sera le système de deux droites 
parallèles à GH, et par conséquent le cylindre lui-même se 
réduira à deux plans parallèles à celui des centres. Dans ce 
cas, l’équation (1) devrait pouvoir se décomposer en deux 
facteurs rationnels du premier degré, 

99. On voit par cette discussion que les surfaces du second 
degré peuvent être rangées en trois classes : la première com- 
prend les surfaces qui ont un centre unique; la deuxième, 
les surfaces dépourvues de centre ; et la troisième se compose 
de cylindres qui admettent une infinité de centres , situés 
tous sur un axe central ou sur un plan ceniral. Mais comme 
ces cylindres se retrouveront compris, ainsi qu’on le verra 
par la suite, dans les équations des surfaces douces d’un 
centre, on peut borner l’énoncé général aux deux premières 
classes. 

Toutefois, puisque la considération du centre, qui serait 
propre à simplifier l'équation générale (1) et à en rendre la 
discussion plus facile, n’est point applicable à toutes les sur- 
faces du second ordre, nous allons employer pour réduire 
cette équation, une autre propriété qui aura l'avantage d’être 
commune à toutes ces surfaces : c’est celle des plans diamé- 
traux. 
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AAA A RAA AAA ARR AAA ANA AAA AAA RAR AANAAA RAA AAA AAA AA AAA RAA NAN RAA 


CHAPITRE VE 


Des Plans diamétraux , et réduction de l'équation 
générale du second degré aux deux Jormes Les 
plus simples. 


100. Dans une surface quelconque F(x,7, z) =0, si l’on 
mèue une suite de cordes parallèles toutes à une direction 
donnée, et que l’on prenne les milieux de ces droites, le lieu 
géométrique de tous ces points formera ce qu’on appelle une 
surface diamétrale de la première. Elle aurait plusieurs 
nappes, si chacune des droites parallèles avait plus de deux 
points communs avec la surface proposée ; et comme le nom- 
bre de ces points d’intersection , réels ou imaginaires, égalera 
toujours le degré n de l’équation F(x, y, z) —0, leurs combi- 
naisons deux à deux formeront sur une même droite indéfinie, 
(Ar ua) cordes différentes dont les milieux seront en même 
nombre : par conséquent, la surface diamétrale pouvant être 
n(n—1) 

2 
n(n—1) 


rencontrée par cette droite indéfinie dans points, 
QE 
Pour les surfaces du second ordre, où n = 2, les surfaces 
diamétrales ne peuvent être que des plans. 
101. Lorsqu'une surface quelconque F(x, y, z) — o admet 
un plan diamétral, c’est-à-dire un plan qui passe par les mi- 


aura une équation qui se trouvera du degré 


(*) Ces considérations et l'emploi fort utile d’un plan diamétral pour 
simplifier immédiatement l’équation générale du second degré, sont dus 
à M. J. Binet. (Voyez La Correspondance sur l'École Polytechnique, 
vol. 3, p. 74.) : 
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lieux de toutes les cordes parallèles à une certaine direction, 
si l’on rapporte cette surface à trois axes dont deux soient quel- 
conques, mais situés dans le plan diamétral , et dont le troi- 
sième OZ soit parallèle aux cordes conjuguées avec ce plan, 
alorsl’équation nouvelle f(r,7, 2) = 0 de cette surface devra 
évidemment, pour chaque système de valeurs simultanées 
xz—aet y —0, fournir des valeurs de z qui soient deux à 
deux égales et de signes contraires. Donc cette équation, 
supposée algébrique, devra né contenir que des puissances 
paires de la variable z; ce qui n’exclut par les termes cons- 
tans , ou indépendans de z, comme dans 


Azf + Byz + Cri + Dy + E = o. 


Réciproquement, toutes les fois qu’une équation ne renfer- 
mera que des puissances paires d’une des variables, z par 
exemple, on pourra affirmer que le plan des xy est diaméiral 
et conjugué avec les cordes parallèles à l'axe des z. 

102. Trois plans diamétraux sont dits coNsUGuÉS entre eux, 
lorsque chacun coupe en deux parties égales les cordes qui 
sont parallèles à l'intersection des deux autres plans ; alors 
on prouvera, comme ci-dessus, que quand une surface ad- 
met trois plans de ce genre , et qu’on les choisit pour plans 
coordonnés, l’équation f(x,7, 2) — 0, supposée algébrique, 
doit ne contenir que des puissances paires de chacune des trors 
variables. 

103. Comme les plans diamétraux, isolés ou conjugués, 
sont en général obliques, relativement aux cordes qu’ils cou- 
pent par leurs milieux, nous donnerons le nom particulier de 
plan principal à un plan qui se trouverait en même temps 
diamétral et perpendiculaire à ses cordes conjuguées. 

104. Nous appellerons aussi d'amètre d’une surface, toute 
droite qui sera l'intersection de deux plans diamétraux ; et si 
ces deux plans étaient principaux, leur intersection devien- 
drait un diamètre principal ou un axe de lasurface. Cette dé- 
finition des diamètres aura l’avantage de s’appliquer même 
aux surfaces dépourvues de centre. 
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Enfin , on donne le nom de sommets aux points où une sur- 
face rencontre quelqu’un de ses axes. 

Cela posé , pour réduire l’équation générale des surfaces du 
second degré à une forme simple, qui embrasse néanmoins 
toutes les surfaces de cet ordre, et qui conserve les coordon- 
nées rectangulaires avec lesquelles on aperçoit bien mieux 
les points et les lignes remarquables, nous allons démontrer 
que, dans toutes ces surfaces, il existe au moins un plan 
principal. 

105. Cherchons d’abord le plan diarmétral qui serait conju- 
gué avec un système de cordes parallèles, dont la direction 
est fixée par les anglesx, 6,7, qu’elles forment avec trois axes 
rectangulaires quelconques. La surface, rapportée à ces mêmes 
axes, aura pour équation la plus générale, 


AZ’ A + A" +2Byz2B'zx+2Bay) nn. 
SR: +20r+2Cy+o0z+E PA ME 


et une des cordes du système donné , sera représentée par 


@)+x= m: + p, SJ —=n2+ 94, 


, pi COS & cos 6 

où les quantités m — ——, n — (n° 30), seront les 
cos y cosy 

mêmes pour toutesles cordes en question, tandis que pet g va- 

rieront d’une corde à une autre. Pouravoir les points où la droite 

(2) rencontre la surface ®, je substitue dans (1) les coordonnées 

x, y de cette droite, et il est clair, sans effectuer les calculs, 
que j’arriverai à un résultat de la forme 


(3) Rz + Sz HE T — 


équation dont les racines seraient les ordonnées des deux ex- 
trémités de la corde. Mais l’ordonnée z, du milieu de cette 
corde étant, comme on sait, égale à la demi-somme des or- 


donnéesextrêmes, onauraévidemmentz=— > ; ce qui re- 
: 2 


vient à dire que l’ordonnée du milieu de la corde sera fournie 


70 CHAPITRE VI. 
par l'équation dérivée de (3), savoir : 


(4) 2Rz —+ s ViYse 


Or, on peut former cette dernière sans effectuer les substitu- 
tions qui auraient conduit à (3) ; il suffit de différentier (”) la 
fonction ®, en y regardant x et y comme tenant la place de 
leurs valeurs, c’est-à-dire comme des fonctions de z détermi- 


a — 


(*) Si Pon ne veut pas employer ici le calcul différentiel, qui cependant 
évite une substitution et une élimination un peu longues , il n’y a qu’à rem- 
placer effectivement dans (1) les coordonnées x ety par leurs valeurs tirées. 
de.(2), et l’on trouvera, pour l'équation (3), le résultat suivant : 


22 (Am2 + A’n2 + A'+oBn +92B'm+92B"rmn) 
+ 22 (Amp+ A'nq+Bq+B'p+8B"mg+ B'np + Cm+Cn40C") =. 
+ Ap° + A'g2+2B"pg +2Op + 2C'q + E 


Ceite équation. aurait pour racines les ordannées des deux extrémités de la 
corde; mais l’ordonnée z, du point milieu devant être la demi-somme de 
celles-là, on peut, sans résoudre l’équation précédente, en conclure immé- 
diatement que | | 


p (Am + B° + B'n) +9 (A'n EB + B'm) + Cm + C'n + te 
Am2 + A'n2 + A! +oBn + 2B'm + 2B'mn 


Zi = — 


D'ailleurs, les trois coordonnées x, y, 21, de ce point milieu, devant wéri= 
fier les équations (2) de la corde, on aura encore 


Lr = Mi: ps Vi =Nz:+g; 


de sorte que si entre les trois dernières équations, on élimine pet g, qui, 
seules distinguent une corde du système donné d’avec une autre corde de ce. 
même système, on obtiendra équation de la surface diamétrale cherché. 

Or, en substituant p== x1 — Mz:, Q—= Yi; nz:, dans la valeur dez;, on 
trouve, après quelques réductions, 


(Am + B'n D) xs + (A7 + B'm +B) y1+(A"+Bn Le ue 
+ Cm + C'n + CC" FM 


résultat qui coïncide avec l’équation (7) du texte. 
Il est bon d’observer ici que l'équation du plan diamétral (7) conserverait 
la même forme, quand bien même la surface (1) serait rapportée à des axes. 


obliques ; seulementles constantes m et n changeraïent alors de signification. 
géométrique (n° 16). 
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nées par les relations 
G)x = mi +p, J = n3 + q. 


Ainsi, d’après la règle qui sert à différentier les fonds de 
de fonctions , on formera lPéquation 


do dx d® dy dœ 
dx ds dy .dz PAU 
ou bien, 


laquelle équivaudra à l’équation (4); et alors Le système (5) 
et (2) donnera les trois coordonnées x, y, z, du milieu de la 
corde en question. Cela posé, pour obtenir la surface diamé- 
trale , lieu géométrique des milieux de toutes les cordes pa- 
rallèles , il faudrait évidemment éliminer de ce système les 
constantes p et g, qui seules varient d’une corde à une autre ; 
mais l'équation (5) ne renferme pas explicitement ces cons- 
_tantes:: elles n’y entreraient qu’autant qu’on aurait substitué 
dans (1) les valeurs de x'et y tirées de (2). Donc, puisque nous 
avons évité cette substitution, l'équation (5) elle-même re- 
présente la surface diamétrale cherchée, et l’on reconnaît que 
cette surface est un plan , car en effectuant les dérivées qui sont 
indiquées dans (6), il vient 


(6) { me (A@+-B'z + By + 0) + » (An Bz + B'x +0) = o 
+ (A2 + Br + B'x +0)f7 ? 


ou bien , en ordonnant par rapport aux variables, 


(Am-B'+B'n) x (An B-LB'm)y+ (AL Br LP'rmz 
(7) + Cmék C'n+C' } 


= 
— # 


Dans cette équation du plan diamétral, il est utile de re- 
marquer que le coefficient de la variable x est la dérivée rela- 
tive à x des termes du second ordre qui.-entrent dans ®, déri- 
vée où l’on doit ensuite remplacer x,7, z par m, net 1. Une 
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composition analogue a lieu pour les coefficiens de y et de z ; et 
l’on pourrait d’ailleurs rendre toutes les formules précédentes 
complètement symétriques, quoique plus longues à écrire, en 
cos « cos 6 


y introduisant les valeurs m — : : 
u COS y cosy 

, 106. IL résulte de ce qui précède, que, pour tout système 

de cordes parallèles dont la direction est définie par les angles 

æ, 6, y, ou par les constantes rn et n, il existe un plan diamé- 

tral, puisque les coefficiens de x, y, z, dans l’équation (7), 

sont réels. À la vérité, ce plan se trouverait à une distance in- 


finie si les coefficiens des trois variables étaient nuls ensemble, 
c’est-à-dire si la direction des cordes était telle qu’on eût à la 
fois 
Am + B° + B'n = 0, 
An + B + B'm— 0, 
A" + Bn+ Bm—= 0; 


mais pour que ces trois équations, qui ne: renferment que 
deux inconnues, puissent s’accorder, on verra aisément que 
Ja condition D = o (n° 96) doit être satisfaite. Ainsi, la 
circonstance d’un plan diamétral situé à l'infini ne peut 
se rencontrer que dans les surfaces dépourvues de centre; 
toutefois, nous aurons épard, dans la suite, à cette res- 
triction. 

107. Réciproquement, étant donnéun planRx +Sy +z=—o, 
on peut trouver la direction des cordes qui sont conjuguées 
avec un plan parallèle au premier ; car ce nouveau plan 


Rx + Sr +z+LT—o 


étant identifié avec (7), on aura pour déterminer m et n, les 
conditions suivantes 


Rp _Amt+B + PB __ An +B+ B’m 
7 AH Bn+ Bm  A"+LBn<+Bm' 
mais ensuite il faudra adopter pour T la valeur 
T — Cm + C'n + C’ 


AT Br + Bm 
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108. On doit observer que tout plan diamétral passe par le 
centre, ou en général par le lieu des centres; car l’équation 
de ce plan, écrite sous la forme (6), est évidemment satis- 
faite quand on y substitue les coordonnées du centre, four- 
nies par les équations (3), (4), (5) du n° 95; et l'on pou- 
vait d’ailleurs prévoir cette circonstance , d’après la définition 
même du centre. 

109. Cherchons maintenant si, parmi tous les plans diamé- 
traux qu’admet la surface ©, il y en a un qui soit principal 
(n° 103). Pour cela, il faut ne plus se donner arbitrairement 
les angles «, 6, y, ou les coefficiens m etn, mais les choisir 
tels que le plan diamétral (7) se trouve perpendiculaire à la 
corde (2). Ainsi l’on doit satisfaire (n° 47) aux deux con- 
ditions , 


Am+B' + B'n A'n + B+B'm 


OÙ Grp epm 7 © pp pr 


= 7; 


desquelles on pourrait déduire, par l’élimination de m, une 
équation du troisième degré seulement, qui admettrait tou- 
jours pour z une valeur réelle; mais on arrive à un résultat 
plus symétrique, et qui nous sera d’ailleurs utile plus tard, 
en introduisant une inconnue auxiliaire 


s —= À" + Bn+ PB; 
alors les équations (8) et (9) se trouvent remplacées par les 
trois suivantes, qui sont du premier degré en mein, 
(10) Am + B° —E B'n = ms, 
(11) An + B + B'm—=ns, 
(12) A" + Bn + B'm 


Or, des deux premières on tire 


I 


(13) m[(s — A) (s — A) — B°°] — B (s — A”) + BB”, 
G4 n [(s— A)(s— A7) — B*]=B (5 — A) + BB; 


et en substituant dans (12) ces valeurs de mn et de n, il vient 
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[(5—A) (5—A!) (s—A*)— B? (s— A) —B'(5— À/)) 
(15) | —B'{5—A")— 2BD'B" Le 0; 


ou bien, en développant, 


(16) ss (AA A) (B"2 AA Be AA" BI A'A') 
(AB°A/B2+ AB" AAA" 2BB'B')— 0. 


Cette équation (*) étant d’un degré impair, admettra toujours. 


(*) Comme elle sera nécessaire à citer plus tard, nous ferons observer ici 
que le terme connu est précisément le dénominateur D des coordonnées du 
centre (n° 9) : le coefficient de s? est facile à retenir; et quant au coefficient 
des, il se compose de la somme des trois binomes B"2 — AA’, B'2 — AA", 
B: — A’A", qui sont analogues à b? — 4ac dans les courbes du second de- 
gré, et qui serviraient à indiquer le genre des sections faites dans la surface (1) 
par les plans-coordonnés. = 0,, ÿ = 0,x—0o,ou par des plans paral- 
lèles à ceux-ci. 

D'ailleurs nous verrons plus loin (n° 117) que l'équation (16) a toujours 
ses trois racines réelles; mais AZ. Cauchy a donné de cette proposition une 
démonstration directe:et ingénieuse. Pour. cela, il'écrit l’équation (15) sous 
la forme 


(15) (s—A) [(s—A’){5—A")—B2]—[B"3 (5—A)+B"2(5—A")+2BB/B"]—0 ; 


puisil remarque que, dans le cas particulier où l’on aurait B° = o et B"— 0, 
les trois racines seraient 


Le (2 
$ = Ah = VAT AT = À < s 


alors, revenant au cas général, il fait, dans (15), les hypothèses suivantes : 


s — æ qui donne +, 
STE van so ee » vo, 
ER ORAN PNR ER 
Sie 00 pb 0-0 


Ainsi, puisque ces résultats sont alternativement positifs et négatifs, les trois 
racines de l’équation sont toutes réelles , et généralement inégales. Pour ma- 
nifester clairement lessigne-du résultat -de la substitution s:= à, ilfaut re- 
marquer que les quantités a — A’, a — A", sont essentiellement positives, 
et peuvent être représentées par h2'et:k2;; d’ailléurs, on atvidemment:.,... 
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une racine réelle, à laquelle correspondront dans (13) et (14) 
des valeurs réelles pour 72 et n; par conséquent, dans ioute 
surface du second degré, ilexisie au moins uñ plan principal ; 
et il peut y avoir au plus trois plans de ce genre, à moins qu’il 
n’y en ait une infinité, ce qui arriverait si la forme particu- 
lière de la surface rendait quelqu’une des équations (10), (x), 
(12) identique avec les autres; mais nous reviendrons plus 
tard (n° 118) sur cette discussion. 

110. Toutefois , ilimporte d’observer que ha: racine réelle de 
l'équation (16) prouve bien l’existence d'un système de cordes 
principales, c’est-à-dire qui sont coupées à angle droit par 
leur plan diamétral; mais elle n’apprend rien sur la position 
absolue de ce plan, qui pourrait se trouver à une distance 
infinie (n° 106), et dans ce cas ne saurait être employé comme 
plan coordonné. C’est pourquoi nous allons appuyer les trans- 
formations suivantes, non sur le plan principal lui-même, 
mais sur le système de cordes principales dont la réalité est 
certaine. 

111. Concevons que la surface générale ® du n° 105 est 
rapportée à trois axes rectangulaires dont l’un, OZ, soit 
pris parallèle à ces cordes principales ; il faudra qu’alors 
les équations (10), (11), (12) se trouvent vérifiées par les 


hypothèses & — 90°, 6 — 90° et y — 0, ou bien par les 
valeurs 
cos «& cos 6 
nm =— NO" TES == 0! 
cos y COS y 


Or, cela entraîne évidemment lesconditions B'—0etB—=0; 
d’où il résulte que, pour de tels axes, l’équation de la 


B2 = (a — A’) (a — A"y=h?2 k2 ; de sorte que l'équation (15)se réduit pour 
s — a, à la forme d’un carré négatif 


— [B/2 A2 B'a ke + aB/B'AX] 


Au contraire, quand on poses — b, les quantités.b— A, b —.A", sont de: 
la forme — h2,—%?, et l’on a encore B? = h2 42; doncl’équation (15) donne 
alors un résultat nécessairement positif, 
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surface du second degré, sera toujours débarrassée de deux 
des trois rectangles, et prendra la forme 


(17) Ax°+A"7°+4"2 + 2B'xyHoCx + 2C'7+ 2C'74+E— 0. 
Par conséquent, tous les genres de surfaces du second or- 
dre sont renfermés sans exception dans cette équation; 
mais elle peut encore être réduite. En effet, si, sans dé- 
placer l’axe OZ, on fait tourner dans leur plan les axes 
OX et CY, en les laissant rectangulaires, par les formules 
connues 

x = ZX COS 4 — Y’ Sin ©, 

J = x sin © + y’ cos », 


on pourra faire disparaître le rectangle xy, puisqu'on ar- 
rive, comme dans l’équation à deux variables, à la con- 
dition 
2 sin © cos & (A” — A) + 2 B" (cos® & — sin° w) = 0, 

d’où 

oB" 
À — A" 
Cette valeur étant réelle et toujours admissible, même quand 
A — À", prouve que l’équation (17) peut toujours être rame-— 
née à la forme 


(8) Pa P'y? + Prat — Qx — Qy — Q'r+E=o, 
qui renferme encore toutes les surfaces du second degré, et 
dans laquelle P, P°, P”, Q.... peuvent avoir des signes et 


des valeurs numériques quelconques ; mais ici va commencer 
la séparation des diverses classes. 


tang 2 41 


112. Si les trois coefliciens P, P”, P” sont tous différens 
de zéro, il sera toujours possible de faire évanouir les pre- 
mières puissances des variables ; car en transportant les axes 
actuels parallèlement àeux-mêmes, parles formules x — x'+a, 
F=S +0,2z—=3 + c, on trouve les conditions 


24P—Q=0, 26P—Q'—=o, 2cP" —Q"—o, 
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auxquelles on peut satisfaire par des valeurs finies de a, b, c, 
tant qu'aucun des coefficiens P, P”, P” ne se trouve nul. Ainsi, 
dans ce cas, l’équation (18) se ramènera à la forme 

nl 


(19) Pr° + Py° + P'z2 — H, 


qui comprend une première classe de surfaces du second 


degré. 
113. Si un seul des trois coefliciens des carrés se trouve 
nul, par exemple, P — o, et le coeflicient correspondant 


Q . o, on ne pourra plus faire disparaître le terme Qx, puis- 


que la valeur précédente de a sérait infinie ; mais en place, on 
pourra faire évanouir le terme constant, et réduire l'équation 
(18) à cette forme 


(20) P'y° + P'z — Qx; 


qui présente une deuxième classe de surfaces du second 
ordre. 

114. Lorsque, dans l’équation (18), on a à la fois P— 0oet 
Q = 0, sans qu’il manque aucun des deux autres carrés, alors 
cette équation se réduit d'elle-même à 


Pyt + Pa — Qr —Qz+E—0; 


et comme elle ne renfermé que deux variables, elle appartient 
nécessairement (n° 8) à un cylindre perpendiculaire au plan 
des yz, et dont la base sera évidemment une ellipse ou une 
hyperbole. Or, il sera toujours possible de rapporter cette 
courbe à son centre, ou de ramener l’équation précédente à la 
forme 


P'y2 + P'z — H; 


et puisque cette dernière se déduirait de l’équation (19) en y 
posant P — 0, nous pourrons regarder les cylindres elliptiques 
ou hyperboliques, comme un genre particulier qui sera com- 
pris dans la première classe générale représentée par l'équation 
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(+9), en sous-entéendant que, dans celle-ci, quelqu'un des 
coefficiens peut être nul. 

115. Enfin, si dans l’équation (15) on a en même temps 
P—oet P'—= 0, il restera 


Pl — Qr — Qr —Qz+E—o. 


Or, cette surface étant coupée par des plans parallèles à XY, 
tels quez—h,z— h",... donnera toujours des droites pa- 
rallèles entre elles; donc c’est un cylindre parallèle au plan 
XY, et à base parabolique, puisqu’en posant y = o, on ob- 
tient une parabole. À Îa vérité, les arètes de ce cylindre sont 
obliques sur cette base : mais en coupant la surface par un 
plan ZOX”, perpendiculaire à ses génératrices, on aurait en- 
core évidemment une parabole; et l’équation de ce cylindre, 
rapporté au plan de cette section droite, se réduirait (n° 8) 
à celle de sa nouvelle base, que l’on saït pouvoir être rame- 
née à 
P'z2=Rr. 


Donc, puisque cette équation peut être déduite de (20) en y 
posant P—0o, ce genre particulier de surfaces rentre dans la 
seconde classe, 

116, Nous n’examinerons pas l'hypothèse où P, P’ et P"se- 
raient nuls à la fois; car il est impossible (n° 82) que l’équa- 
tion (17) s’abaisse au premier degré par des transformations 
de coordonnées. 

117. Il résulte de cette discussion, que toutes les surfaces 
du second ordre, avec leurs variétés, sont comprises dans 
les deux classes xeprésentées par les équations à coordonnées 
rectangulaires 


(19) Pr? + P'y + P'z 
(20) P'y + P'z° 


Il 


H, 
Qx. 


Les surfaces de la première classe ont évidémmeént un cenire 
qui est l’origine des coordonnées actuellés (n° 93), puisque la 
somme des exposans des variables est paire dans chaque téxme, : 


Ï 


pe 
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comme le degré de l’équation. Elles admettent aussi trois 
plans principaux conjugués entre eux (n°* 102 et 103), qui 
sont les plans coordonnés rectangulaires auxquels elles se 
trouvent rapportées maintenant ; car chaque variable n’entre 
qu’à des puissances paires dans l’équation (19). D'où l’on 
doit conclure que, pour ces surfaces, l’équation (16) a ses 
trois racines réelles. 

Quant aux surfaces de la seconde classe, elles n’admettent 
point de centre, puisqu’en transportant l’origine (n° 94) on ne 
pourrait jamais faire disparaître le terme Qx, dont le degré 
n’est pas de méme parité que celui de l’équation (20). Parmi 
les plans coordonnés actuels, ceux des (x,,7) et des (x, 2) seule- 
ment,sontdiamétraux et principaux, attendu que les variables 
zet y n’entrent chacune qu’à des puissances paires ; d’où l’on 
conclut qu’il existe ici au moins deux systèmes de cordes prin- 
cipales, qui sont parallèles à l’axe des z et à l’axe des y; et par 
suite, letroisième système, déterminé avec les autres par l’équa- 
tion (16), doit être aussi réel: maïs le plan principal correspon- 
dant se trouve à une distance infinie, comme nous allons le voir. 

D'ailleurs, par cette discussion, il reste prouvé que, dans 
tous les cas, l'équation (16) du n° 109 a ses trois racines réelles. 


118. Il suffirait sans doute, pour étudier les surfaces du second ordre, de 
les avoir renfermées toutes , avec leurs variétés, dans les équations { 19) et (20); 
mais si l’on veut compléter la discussion des cordes et des plans principaux, 
il n’y a qu’à reprendre la méthode générale du n° 109, en l’appliquant à l’é- 
quation plus simple 

(18)  Pz2 + P'y2 + P'z2 — Qx — Q'y — Q's HE —0, 
laquelle comprend sans exception toutes les surfaces du second ordre (n° 111), 
En cherchant d’abord le plan diamétral conjugué avec les cordes parallèles à 
Ja droite quelconque 
COS æ& cos 6 


(21) EL ER Fc M2, 


cosy 
on trouvera, par la formule générale (5), 
(22) (2Px — Q) cos & + (2P/y — Q) cos 6 + (2P"2 — Q") cosy — 0. 


Ensuite, pour que ce plan et la corde (21) soient perpendiculaires entre 
E 
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eux, il faudra {n° 48) satisfaire aux trois conditions (*) 


P cos &.cos y — P° cos «.cos y, 
(23) P’ cos C.cos y — P” cos Ç.cos y, 
P cos #.cos 6 = P’ cos C.cos «, 


lesquelles ne peuvent être vérifiées à Ja fois, quand P, P’, P“sont inégaux, 
que par l’un des systèmes de valeurs qui suivent : 


cos 4 — © avec cos € = 0, 
(24) COS & — O0... COS y = 0, 
cos L = 0... COS Y = 00, 


Or, ces valeurs prouvent, 1°. qu’il existe trois systèmes de cordes princi- 
pales, toujours réels, et perpendiculaires entre eux, puisqu'ils sont 
parallèles aux trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, qui ont ramené 
l’équation du second ordre à la forme (18); et qu’il n’y a jamais plus 
de trois systèmes de ce genre, tant que P, P’, P” sont inégaux; 

2°, Que les plans principaux conjugués avec ces trois systèmes de cordes, 
et déduits de l’équation (22), sont : 


(25)  2P"z— Q"—= 0, 
(26) 2P'y— Q'— 0, 
| (27) 2Pr —Q 


maïs le dernier sera situé à une distance infinie x = & 
qui arrive dans les surfaces de la forme (20). Cela vient évidemment de 
ce que les cordes parallèles à OX ne rencbntrent plus la surface qu’en 
un seul point, et se prolongent indéfiniment dans l’autre sens. 

119. Si l’on avait à la fois P = o et Q — 0, ce plan principal (27) 
perpendiculairé à OX, se trouverait à une distance indéterminée. En 
effet, la surface devient alors (n° 114) un cylindre elliptique ou hyper- 
bolique ; et les cordes parallèles à OX, ou bien à l'axe du cylindre, se 
prolongeant indéfiniment dans les deux sens , leurs milieux peuvent être 
pris à volonté sur tout plan perpendiculaire à leur direction commune. 

120. Maintenant, supposons que deux des coefficiens P, P’, P” soient 
égaux, par exemple, P — P’. Alors on satisfera aux conditions (93) 
d’une manière plus générale que par les valeurs (24); on pourra encore 
poser ‘# | 


Il 


ss Po) ce 


cos æa—œ 0 avec cos — 0, 
2 


(*) Ordinairement on exprime seulement que deux des projections de la droite sont per- 
perdiculaires aux traces du plan, mais il faut alors, suivant la remarque faite au n. 46, 
éviter de prendre deux plans projetans qui coïncident. Or, comme cctte circonstance arriverait 
fréquemment ici , où les cordes cherchées vont se trouver parallèles à un des axes coordonnés, 
il est plus simple de poser immédiatement les trois conditions , dont une sera toujours com- 


prise dans les deux autres. 
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<e qui fait retrouver le système de cordes parallèles à: OZ, avec le plan 
principal (25); ou bien il suffira de poser 


cos 7 —0; 


en laissant & et 6 indéterminés, ce qui montre que toutes les cordes 
parallèles au plan XY appartiennent à des systèmes principaux 
dont le nombre est par conséquent infini. Les plans principaux corres- 
pondans sont fournis par l’équation (22), eu y substituant la valeur cosy = 0, 
ce qui donne 


# 
(28) x CoSa y cos gurQ:cos PR ns cos € 


Ce cas est celui où la surface (18) est de révolution ; car tous les plans zh, 
3—= h',.... coupent alors cette surface suivant des cercles, dont les centres 
sont sitnés évidemment sur une même droite parallèle à l’axe OZ, savoir : 


D'ailleurs, cette droite se trouve l'intersection commune de tous les plans 
principaux représentés par l’équation (26). : 

121. Si l’on supposait à la fois P = P’=— P”, les conditions (23) se trou. 
veraient vérifiées d’elles-mêmes, quelles que fussent les valeurs de «, 6, y; 
d’où il résulte qu’alors tout système de cordes parallèles serait un sys- 
ème principal ; et tout plan de la forme (22), c’est-à-dire passant par 
le point : 
Q Q” 


Cor DL et A FT 
2’ 7: T 3:p? 2° 


TR 


serait un plan principal. Dans ce cas, la surface est une sphère; car l’équa- 
tion (18) peat alors s’écrire sous la forme 


Q'+Q+ QAEP SEP 


ea + ppt + ee) = Te 


laquelle exprime que la distance du point(x;, y1, zr) à chaque point de la 
surface, est uné quantité constante. 

122. Lorsque deux des coefficiens Pet P' sont égaux et en même temps 
nuls , on sait (n° 115) que Îa surface est un cylindre parabolique. On retrouve 
alors, comme au n° 120, un système de cordes principales parallèles à OZ, 
avec un plan principal correspondant, savoir : 


(25) 2P"z — Q" —=0 ; 
puis un nombre infini de cordes principales, parallèles à XY , et indétermi- 
nées dans le@r direction ; mais les plans conjugnés de ces systèmes, représentés 


G 
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par l’équation (28), semblent tous situés à l'infini. Cependant on en trouvera 
un situé à unc distance finie, ou plutôt arbitraire, si l’on choisit # et € de 
manière que l’on ait 

Q cos & + Q’ cos C— 0; 
ce qui suppose que l’on prend des cordes parallèles aux génératrices du 
cylindre, et le plan principal (28) devient alors celuide la section droite. On 
se rendra aisément compte de ces diverses circonstances, par des considéra- 


tions géométriques, et l’on interprétera d’une manière analogue le cas 
de deux plans parallèles, lequel arrive quand on suppose nuls P, P’, 


Q et Q”. 

123. Il résulte des discussions précédentes, 1°. que dans toutes les sur- 
faces du second ordre, les systèmes de ‘cordes principales sont au nombre 
de trois, distinéts et rectangulaires entre eux; ou bien leur nombre est 
infini, et l’un est alors perpendiculaire à tous les autres; excepté dans le 
cas de la sphère, où toutes les directions possibles donnent des cordes prin- 
cipales. 

20. Les plans principaux sont aussi au nombre de trois, ou bien il yena 
une infinité; mais, dans tous les cas, deux au moins de ces plans sont à 
une distance finie. 
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CHAPITRE VIL 
Discussion des Surfaces douées d'un centre. 


124. Les surfaces de cette classe sont (n° 117) toutes renfer- 
nées dans l’équation 


Pas + Py + Pa — + H, 


qui donne lieu à plusieurs genres, suivant les signes dont les 
coefficiens se trouvent affectés ; mais pour abréger la discus- 
sion, sans omettre aucun cas réellement distinct , nous sup 
poserous que l’on ait toujours eu soin, préalablement, de ren- 
dre positif le second membre H de l’équation proposée; et 
comme alors Îes trois carrés ne sauraient avoir des coefficiens 
négatifs à la fois, sans que la surface ne füt imaginaire, il 
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vi 


nous restéra à examiner les trois genres renfermés dans les 
cas suivans. 


’ 


125. ELLIPSOiDE. 7'rois carrés positifs. L’équation avec les 
signes explicites, conserve la forme 


(1) Pr? E P'y2 E P'2 = H,; 
4 


pour obtenir les points où la surface rencontre les axes coor- 
donnés, on égalera à zéro deux des variables x, y, z, et l’on 
trouvera six sommets réels À et A’, B et PB’, Cet C’, situés Fre. 18. 
aux distances 


ae ri 1 — 
+4 Tnar= its ee 


Ces distances OA — a, OB = b, OCG=c, se nominent les de- 
mi-axes ou demi-diamètres principaux (n° 104) de la surface; 
car chacune de ces droites est l'intersection de deux, plans 
coordonnés qui sont ici des plans principaux (n° 117). Si 
d’ailleurs on introduit ces axes dans l’équation (1), en y subs- 
tituant les valeurs de P, P°, P”, tirées des relations précé- 
dentes, cette équation prendra la forme très symétrique 
k 2 2 #2 
(2) _ +7 + . ni 

126. Les sections parallèles au plan XY seront données par 

les équations simultanées 


x? 2 h2 
2 Ep, Égile a — —; 
a? b? c? 


et l’on voit que ce sont toujours des e/lipses semblables, 
puisque. leurs axes qui s’obtiennent en posant tour à tour 
x—=0,Y—o,dansla dernière équation, conservent entre 
eux un rapport constant, quel que soit k. Ces ellipses devien- 
nent imaginaires, quand h° >> c*; ainsi la surface né s’étend 
pas au-dessus du point C, ni au-dessous du point C’. On ob- 
tiendra des conséquences semblables pour les sections paral- 
lèles au plan XZ, ou au plan YZ; et généralement, tout plan 
6. 
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quelconque donne une section elliptique, puisque l'équation 


z= mt +ny + k, 


combinée avec (1), conduit à 
(P + P'm°)xÆ (P° + P'n°) y° LoP'mnxy + ....=0, 


résultat où la condition B° — {AC << o se trouve mamifeste- 
ment remplie. L’ellipsoïide est donc une surface fermée dans 
tous les sens. | 

127. Lorsque deux quelconques des coefficiens sont égaux, 
par exemple, P — P'ou a—d, l’ellipsoïde est de révolution 
autour de l’axe des z; car les sections trouvées (n° 126}, pour 
des plans perpendiculaires à cet axe, tels que z=h, devien- 
nent alors des cercles dont les centres sont sur OZ. Ainsi, 
dans ce cas, la surface pourrait être engendrée par la révolu- 
tion de l’ellipse CAC autour de son axe CC. 

128. Si l’on suppose P == P°— P", oua—b=c, l’ellip- 
soide se change en une sphère, puisque l’équation (2) devient 


Ce ml ie EE Pile: 8 


laquelle exprime que la distance de l’origine à un point quel- 
conque de la surface est constamment égale à a. 

A cette occasion, nous ferons observer qu’une sphère du 
rayon R, et dont le centre serait placé au point qui a pour 
coordonnées #,6, y, aurait pour équation 


(ce) + (7 Rs 


car le premier membre de cette équation exprime bien (n° 6) 
Le carré de la distance du point («, 6, y) à un point quelcon- 
que (x, 7, z) de la surface. 

128. HYPERBOLOÏDE A UNE NAPPE. Un seul carré négatif. L’é- 
quation avec les signes explicites devient 


(3) Pxr° + P'y* LE P'z° = H, 


et les points où la surface rencontre les axes coordonnés ; 
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seront fournis par 


=, / 5 5, =+/ À, FL. 


d’où l’on conclut qu’il y a ici quatre sommets réels À et A”, B Fic. 19: 
B', et deux sommets imaginaires. Les distances OA — a, 
OB—,OC—=c, sont encore nommées, par les mêmes rai- 

sons qu’au n° 125, les demi-diamèires principaux ou demi- 

axes de la surface; mais les deux premiers sont dits les axes 

réels, et le troisième n’est que le coefficient de l’expression 
fournie par l’analyse pour l’axe imaginaire. En introduisant 

ces axes a, b, c, à la place de P, P”, P", dans l’équation (3), 

elle prendra la forme 


D S+E-S= 


120. Les sections parallèles au plan XY sont données par 
les équations simultanées 


2 2 
Dies th +=: Es 

ainsi ces courbes sont des ellipses, toujours semblables, puis- 
que les deux axes qui s’obtiendront en posant tour à tour 
FJ=0,æx—0, dans l’équation précédente, conservent entre 
eux un rapport constant, quel que soit k. D'ailleurs les di- 
mensions de ces ellipses augmentent indéfiniment avec la 
grandeur numérique de À ; de sorte que la plus petite de ces 
sections horizontales, nommée e/lipse de gorge, s’obtiendra 
en posant z— 0 dans l’équation (4); e’est la courbe ABA'B, 
qui a pour diamètres principaux , les deux axes réels a et b 
de l’hyperboloïde. 

Quant au plan XZ, il coupe la surface suivant une hyper. 
bole (EAF , E'A'F") dont l’équation se äéduit de (4) en y po- 
sant y = 0; et des résultats semblables ont lieu pour le plan 
YZ, aivsi que pour les plans parallèles à ceux-là. 


Fic 20. 
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130. On voit par là que cet hyperboloïde s’étend indéfini- 
ment, mais, qu’il est composé d'une seule nappe continue, 
sur laquelle on peut passer d’un point quelconque à un autre 
sans sortir de la surface. D'ailleurs la section faite par un plan 
quelconque 


z2—= mx + ny + k, 


peut être tour à tour une ellipse, une parabole ou une hy- 
perbole , suivant l’inclinaison du plan sécant; car cette équa- 
tion combinée avec (3), conduit à 


(P — P'rn°) x? + (P° — Pr?) y° — 2P"mnxy + ....=0, 


résultat où le binome caractéristique B°—/AC peut se trouver . 
positif, nul ou népatif, suivant les valeurs de m et n. 

131. Lorsque les deux axes réels sont égaux, c’est-à-dire 
que a—b, ou P= PP”, l’hyperboloïde se trouve de révolution 
autour de laxe imaginaire OZ, puisque les sections obtenues 
au n° 129, pour des plans z = k perpendiculaires à cet axe, 
deviennent évidemment des cercles dont les centres sont sur 
cette droite. Alors la surface peut être engendrée par la révo- 
lution de lhyperbole EAF autour de son axe imaginaire. 

132. HYPERBOLOÏDE A DEUX NAPPES. Deux carrés négatifs. 
L’équation devient, en mettant les signes en évidence, 


(5) Pr? — P'y? — P'2 = H. 


La surface rencontre les axes coordonnés aux distances 


ü | 

= + Lee mn + _ rs 

+ 1/3 a; à +5 p’ = b W=1 T'; 
= + 5 m=cV— 


de sorte qu’il n’y a ici que deux sommets réels À et A", et 
les quatre autres sont imaginaires; mais les distances OA—a, 
OB— 6, OC —c, sont toujours nommées (n° 104) les demi- 
diamètres principaux ou les demi-axes de la surface, et le 
premier est dit l'axe réel, parce que c’est le seul qui rencon- 
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tre effectivement cette surface. En introduisant ces trois axes 
a,b,c, à la place de P, P', P", dans l'équation (5), elle 
prendra la forme 


CD A 


133. La condition y — o introduite dans l’équation (6), 
montre que le plan XZ coupe l’hyperboloïde actuel suivant 
une hyperbole (EAE’, FA'F”); et il en serait de même du 
plan XY, ainsi que des plans parallèles à ceux-là. Pour des 
plans sécans parallèles à YZ, ou perpendiculaires à l’axe réel 
OX , on obtient 

2 2 
x it À, LEP PET AE 
ainsi ces sections sont des ellipses semblables entre elles , et 
qui croissent indéfiniment avec la grandeur absolue de k; 
mais elles deviennent imaginaires quand h° << a, c’est-à- 
dire dans l’intervalle des deux sommets réels À et A’. 

134. De là, il résulte que cet hyperboloïde est composé 
de deux nappes non contiguës, indéfinies chacune dans un 
sens, mais séparées l’une de l’autre par un intervalle où il 
n’existe aucun point de la surface. Un plan sécant quelconque 
pourrait aussi donner , comme au n° 130, des sections tour 
à tour elliptiques, paraboliques, ou RAP RO ATUS suivant 
son inclinaison sur les axes. 

185. L’hyperboloïde à deux nappes se trouve de révolu- 
tion, quand les deux axes imaginaires sont égaux, c’est-à-dire 
quand b= c ou P’= P", car les sections obtenues au n° 133 
pour des plans x = h perpendiculaires à l’axe réel OX, de- 
viennent évidemment des cercles dont les centres sont sur 
cet axe. Alors la surface pourrait être engendrée par la révo- 
lution de l’hyperbole (AE, A'’F) autour de son axe réel A'OA. 

136. Voilà les trois genres principaux de surfaces douées 
d’un centre; mais il reste à examiner quelques variétés, et 
d’abord le cas où H = 0. 


Fie. 19. 
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Cette hypothèse introduite dans l’ pue réduit léqua- 
tion (1) à 


PEER Pr. PE los 


laquelle ne peut être vérifiée par d’autres valeurs réelles que 


Æ=0, ÿ=oetz—0o,; donc dans ce cas la surface se réduit 


à un point unique qui est l’origine des coordonnées. 
137. Dans l’hyperboloïde à une nappe , la supposition 
H -— o réduit l’équation (3) à 


(7) Pz? + P'y? — P'e — 0, 


laquelle représente une surface conique VOV” dont le sommet 
est à l’origine. Pour s’en assurer, il suffit de voir si tout plan 
mené par ce point donnera des sections rectilignes. Or, en 
combinant z = mx + ny avec AE (7) on obtient 


(P — Pme) x + (P° — P'n?) y® — 2P"mnx y — 0, 


équation homogène qui conduira nécessairement à des valeurs 
de la forme 


‘ 81S 


dE 


et ce résultat appartient effect tivément à deux droites passant 
par l'origine des coordonnées, ou au point unique (x — 0, 
y = 0), quand le radical deviendra imaginaire pour certaines 
positions du plan sécant. D'ailleurs, l'hypothèse z= À intro- 
duite dans l’équation (7), montre que ce cône a pour base 
parallèle au plan XY, une ellipse dont le centre est sur OZ: 
mais il faut généralement le regarder comme un cône du se- 
cond degré dont la base peut être une des trois courbes de cet 
ordre. 

Cette surface conique VOV' est asymptote de l’hyperbo- 
loïde à une nappe; car, en comparant les ordonnées z et 
z qui, dans Îles équations (3) et (7), répondent aux mêmes 
æ et y, et sur la même nappe, on trouve 
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ou bien, en multipliant par la somme des radicaux, 
V/P". (z'— 7) — D N URr 
1 OV Pe +P'y + V Pr +Py —H 
Donc la différence z/—z décroit indéfiniment jusqu’à zéro, à 
mesure que x et y augmentent ; et comme cependant z sera 
toujours moindre que z°, le cône est en dedans de l’hyperbo- 
loïde. 
138. Si l’on veut comparer l’équation (7) du cône asymp- 
tote avec celle de l’hyperboloïde sous la forme 


e T° A4: Léa in £ 


il faut observer que, dans cette dernière surface , les lon 
oueurs absolues des axes étaient 


a VE = | UE 
GES P? ai p'? CE P"° 


Or, lorsqu'on fait décroître H sans changer P, P’, P", les 
axes a, b, c décroissent ensemble, mais en demeurant tou- 
jours proportionnels aux quantités 


à T (à 

p? p'’ p' à 
donc, quand ces axes sont devenus ainsi nuls par l'hypothèse 
H—o,et que l'hyperboloïde s’est changé en un cône, les 


trois quantités précédentes sont encore proportionnelles aux 
longueurs des axes primitifs, et l’on peut poser 


# se Le | 

\/ FN os Hi VE ag, DD 
d’où il résulte 
I Ï | 


P'— 


, dure — 39 TRS 
æ a? 2°0° &°?c? 


l'as 


- 


valeurs qui, substituces dans (7), ramèneront cette équation 
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à la forme 


x? r° z? 
NL PE: à A URL 


139. L'hypothèse H= 0 , introduite dans l’équation (5) de 
lhyperboloïde à deux nappes, donne 


(8) Pa? — P'y— P'z = 0; 


et Von prouvéra, comme au n° 137, que cette équation re- 
présente une surface conique VOV' dont la base parallèle à 
YZ est une ellipse. Ce cône est encore asymptote de l’hyper- 
boloïde à deux nappes, mais il enveloppe extérieurement 
cette dernière surface ; car en comparant les deux ordonnées 
æ et x qui, dans (5) et (8), répondent aux mêmes y et z, 
on obtient 


VP.(æ— x) = VPy + Pr EH — VPyt + Pr, 
ou bien, en multipliant par la somme des radicaux, 
VB (e 2) = 
ECHOS VE EP + EE VPr PE 
dom, la différence x — x’ décroît indéfiniment jusqu’à zéro, 
à mesure que y et z approchent d’être infinis, quoique l’on 
ait toujours x > x’. 


L’équation (8) de ce cône asymptote pourrait aussi, comme 
au n° 138, être ramenée à la forme 


140. Les surfaces coniques à base du second degré ne sont 
pas les seules variétés que renferment les équations générales 
(1), (3) et (5). En y supposant nuls un ou plusieurs des coef- 
ficiens P. P’, P", H, elles fourniront encore des cylindres à 
base elliptique ou hyperbolique, come 


Pr’ +Py = où Pr — Pr H; 
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et aussi le système de deux plans qui se coupent, ou qui sont 
parallèles, comme 


F F 
Pr =Py —o, ou Pr =": 


mais ces divers cas n’exigeant aucune discussion , il nous suf: 
fira de les avoir indiqués. * 

1/41. DES GÉNÉRATRICES RECTILIGNES. Examinons si, parmi les 
surfaces douées d’un centre, et autres que les surfaces co— 
niques où cylindriques, il y en a quelqu’une sur laquelle une 
droite puisse étre appliquée dans toute sa longueur indéfinie, 
et effectuons cette recherche spécialement pour l’hyperbo- 
3 + 4 : pe 2 s ’ 0 4 
loïde à une nappe, par ce qu il est aisé de prévoir que la forme 
des deux autres surfaces ne permet pas qu’elles jouissent de 
cette propriété; d’ailleurs il suffira de changer le signe du 
carré d’un axe, pour appliquer à ces dernières les résultats 
obtenus pour l’autre. 

L’hyperboloïde à une nappe (n° 128) a pour équation 

| 22 »? z°? 
a c 

S'il existe une droite qui puisse s’appliquer tout entière sur 
cette surface, une de ses projections sera de la forme 


(10) J=ux+sé, 


où «, 6, sont des constantes indéterminées; et comme cette 
équation réprésénte en même temps le plan projetant de la 
droite, il faudra qu’en coupant la surface par ce plan, l’in- 
tersection, qui sera une ligne du second degré, ait uñe équa- 
tion qui puisse se décomposer en deux facteurs dont un soit 
linéaire, et par suite l’autre le sera pareillement, Or, la 
combinaison des équations (9) et (10) donne, pour la projec- 
tion de la section sur le plan XZ, | 
2. x (b* + aa) + 2aGa°x + a° (6° — L°) 


(ir) Le 2 RM INT S R NOT 


ab? ; 


mais le premier membre étant un carré parfait, il faudra, 
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pour la décomposition annoncée , que le second membre soit 
aussi un carré ; donc il faudra établir , entre les indéterminées 
«et6, la relation 


BE M Den) tes pi RE ER 
d’où l’on déduit 
E= + VE + d'&, 


valeur toujours réelle qui, substituée dans les équations (10) 
et (11), donne pour les projections de la droite cherchée, 


(12) y = ax + VE E ce, 


AL RME du + aa 


z 
Léo 
Go € ab 


Le radical qui entre ici renferme implicitement le double 
signe de la valeur de €, mais il faudra le prendre toujours 
avec le même signe dans les deux équations à la fois. D’ail- 
leurs, puisque nous n'avons eu à satisfaire qu’à une relation 
unique entre 6 et «, la dernière de ces constantes reste tout- 
à-fait arbitraire dans les équations (12) et (13); et par con- 
séquent 2! existe une infinité de droites situées tout entières 
sur l'hyperboloïde à une nappe. 

142. Observons ici que, pour appliquer ces résultats à l’el- 
lipsoïide ou à l’hyperboloïde à deux nappes, il suffirait dans 
l'équation (9), de changer cencW/—1, ou b en b W/—:1; 
et comme chacune de ces modifications rendrait imaginaire 
l'équation (53), on doit en conclure que ces deux surfaces 
n’admettent aucune génératrice rectiligne. 

143. Revenons à l’hyperboloïde à une nappe, et pour 
examiner la position qu’y occupent les diverses droites, re- 

Fe. 21. présentons cette surface projetée d’une part sur un plan hori- 
zontal, parallèle aux deux axes réels a et à qui sont dans le 
plan coordonné xy , et de l’autre sur un plan vertical paral- 
lèle aux deux axes a etc, situés dans le plan xz. Pour exécu- 
ter ces projections, il suffit de marquer sur le plan horizontal 
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les deux axes Oa — a, Ob—b, et de tracer l’ellipse de gorge 
abg; ensuite, sur le plan vertical, et à une hauteur quel- 
conque, on portera les deux axes O'a'—= a, O'C'= c, et l’on 
tracera l’hyperbole principale D'a’D’ qui se trouve dans le 
plan vertical OD: Si d’ailleurs, pour fixer les idées, on sup- 
pose l’hyperboloïde terminé aux deux plans horizontaux 
D'H’, D'H”, également éloignés du centre, ces deux plans 
couperont la surface suivant des ellipses égales, projetées 
l’une et l’autre sur DEH, et semblables à l’ellipse de gorge 
abg. 

144. Cela posé, les équations (12) et (13), dont la seconde 
renferme un double signe, donnent pour chaque valeur attri- 
buée à x, deux droites qui ont une projection horizontale 
commune AB, et sont par conséquent situées dans un même 
plan vertical : mais leurs projections sur XZ étant deux droites 
distinctes, A’A’ et B'B", on peut ranger toutes les lignes qui 
correspondent aux diverses valeurs &, æ, «”.... en deux 
sysièmes (A) et (B), distingués par le signe qui affecte leurs 
projections sur le plan XZ, savoir : 


HS ax + / b? + dé, NT ut —+- V'b* 4- dé 
(A) Zz _X V6 La tas (B)4 z 2 XV D Hae + a œ 


sé ab ? cm ab ? 
F=XTX + AM PP ( ya x + V/b+ FE 
(A) \ z _TVb+a# ax +aa 7" (B,): Modus x V b+ aa+aa & 
Mémo en lets amie 
(ASE SRE Een. D Hope ee Ps 2 


Or, il est facile de reconnaître que toutes les projections ho- 
rizontales de ces diverses droites sont des tangenies à l’ellipse 
de gorge abg, telles que AB, À,B,.... En effet, si l’on 


combine l’équation 


(12) J = ax + V/6° + ax 


Fic.21. 
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avec celle dé cette ellipsé 


dy + U0X = ab, 


qui se déduit de (9) en y posant z2— 0, on trouve pour les 
abscisses des points de section, 


(b? + aa) 2° + aie + oaax Vb? + aa — 0: 


mais cette équation étant un carré parfait, a ses deux ra- 
cines égales; par conséquent la droite (12) est une sé- 
cante dont les deux points de section sont confondus, ainsi 
elle est bien tangente à l’ellipse ag, quelle que soit la 
valeur attribuée à +. 
On vérifiera de même, que, pour toutes les valeurs de «, 
les projections 
Z xVb + do + da 
(13) E- = —— 
€ ab f 
sont deux droites A’A" et B'B", angentes à l’hyperbole prin- 
cipale D'a'D' qui a pour équation a°z° — c'x° — ac”; et 
quand on pose « — 0, ce qui arrive pour le plan ver- 
tical A,B,, ces projections déyiennent les asymptotes de cétte 


hyperbole, puisqu'il reste z = + - +. 
a 


145. Si l’on mène, par l'origine des coordonnées qui est le 
centre de l’hyperboloïde, des parallèles aux diverses droites 
du système (A) ou à celles du système (B), on formera une 
surface conique dont une quelconque des arètes sera repré- 
sentée par 


& 
TJ = ax EVE SECTE 
C 


puis ; si l’on élimine # qui varié en passant d’une arète à une 
autre, on aura, pour l’éduation de ce côné 
? 2 n 
z? T° r° 
(14) À PRÉ 


c* a” 
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laquelle coïncide avec l'équation du cône asymptote: trouvée 
au n° 138. D’où l’on conclut que toutes les droites situées sur 
Éhperheloide, sont respectivement parallèles aux arètes du 
cône asympiote de cette surface. 

146. Il suit de là que trois droites GHonquEs de e Yhyiéie 
-boloïde ne sont jamais parallèles à un même plan. En effet, 
s’il en était autrement, il ÿ aurait trois arètes du côné asymp- 
tote qui seraient situées dans un plan unique , et ce plan de- 
vrait alors couper la base eZZiptique (n° 137) du cône dans trois 
points placés en ligne droite ; résultat incompatible avec la 
_ forme des courbes du second degré. Cette remarque nous sera 
utile plus tard, pour distinguer la surface actuelle d’avec le 
paraboloïde hyperbolique. 

147. Deux droites quelconques du système (A) telles que Fic.2r:. 
(AM, A'M'het (AM,, AM), ne sont jamais dans un méme 
plan. En effet, le point R, où se coupent leurs projec- 
tions horizontales, se trouve pour la première au-delà de 
M par rapport au pied À de cette droite; et par consé- 
quent il est, dans l’espace, au-dessus de l’ellipse de gorge ; 
tandis que le point R de la seconde droite A;M, est évi- 
demment au-dessous de cette ellipse : donc ces deux droites 
d’un même système ne se coupent pas. En outre, elles ne 
sont point parallèles, car leurs projections horizontales se 
coupent en général; et quand même on comparerait les 
deux tangéntes aux extrémités d’un diamètre de l’ellipse 
de gorge, ces deux droïtes se trouveraient, dans l’espace, 
inversement situées par rapport au plan vertical mené par 
ce diamètre, de sorte qu’elles seraient bien loin d’être pa- 
rallèles. 

L'analyse conduit à la même conséquence. Car, si l’on 
combine des quatre équations (A) ét (A;) du n° 144, en les 
soustrayant deux à deux, on arrive, après lélimination 
des variables, à la condition (4-—4+")— 0, qui ne saurait 
être satisfaite taut que les droites sont distinctes l’une de 
l’autre. Il est vrai qué pour celles qui passeraiènt par les 
extrémités d’un même diamètre de lellipse dé gorge, on 
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aurait & — «'; mais alors il faudrait évidemment adoptet 
pour le radical des signes contraires dans les équations (A) 
et (A), et, sous cette nouvelle forme, leur combinaison 
conduirait À Vo: JL aa 
sible. | 

La même relation subsiste évidemment entre les droites 

du système (B), qui ne sont jamais situées deux à deux dans 
un méme plan. 
“ 148. Au contraire, une droite quelconque dé système (A) 
coupe toutes les lignes (B), (B,), (B,)... de l’autre sysième. 
Cela est évident pour (AM, A’M) et (BM, B'M') qui sont dans 
le même plan vertical, et se coupent en (M, M”) sur L’el- 
lipse de gorge : comparons donc la première de ces droites 
avec (B,M,, B’M,). Les points projetés en R sont, sur 
l’une et l’autre de ces droites, situés au-dessus de V’el- 
lipse de gorge, puisque R est au-delà des points de con- 
tact M et M,; et comme la verticale élevée en R ne peut 
rencontrer la nappe supérieure de la surface qu’en un seul 
point R", ce point est nécessairement commun aux deux 
lignes (A) et (B,). Deux droites de systèmes difjérens sont 
donc toujours dans un méme plan , et seulement elles de- 
viennent parallèles quand elles passent par les extrémités 
d’un diamètre de l’ellipse de gorge. L'analyse conduit à la 
même conséquence; car la combinaison des quatre équa- 
tions (A) et (B,) du n° 144, mène à deux valeurs de x 
qui s'accordent entre elles. 

149. On donne le nom de surface gauche à toute sur- 
face engendrée par une droite qui se meut de telle sorte que 
deux positions consécutives ne sont pas dans un méme plan ; 
et c’est ce qui arrive (outre les cas généraux dont nous 
parlerons dans le chapitre XV ) quand on assujettit la 
droite mobile À à s'appuyer constamment sur trois droites 


à SON mdinie également impos- 


Fre.21 Jixes B, B', B'", qui, deux à deux, ne sont pas dans un 


bis. 


méme plan. D'abord , je dis que cette condition suffit pour 
régler le mouvement de la génératrice À; car, si, pour 
chaque point M pris sur B, vous imaginez deux plans, 
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dont l’un passe par M et la droite B’, l’autre par M et 
la droite B”, l’intersection de ces plans fournira une droite 
unique MNP qui s’appuiera bien sur les trois directrices. 
Ensuite, la surface sera gauche, puisque deux positions 
À et A’ de la génératrice ne sauraient être dans un même 
plan, sans que les droites B, B°, B”, qui ont chacune deux 
points communs avec À et A’, ne se trouvent elles- 
mêmes dans ce plan; ce qui est contraire aux données de 
la question. 

150. Or, l’hyperboloïde à une nappe, considéré comme 
le lieu de toutes les droites (A), (A,), (A,).... ou (B), (B,), 
(B.).... du n° 144, est du genre des surfaces gauches 
dont nous venons de parler. En effet, dans chaque sys- 
tème, les droites ne se rencontrent pas (n° 147); et d’ailleurs 
puisque (A), par exemple, coupe'(n° 148) toutes les droites 
de lautre système, il n’y a qu’à choisir à volonté trois 
de celles-ci, (B), (B;), (B,), puis faire glisser sur elles la 
droite mobile (A) : alors cette dernière ne pourra prendre 
(n° 149) que les positions successives (A,), (A,)...., qui 
remplissent déjà la condition de s’appuyer sur les trois di- 
rectrices : donc la droite mobile (A) engendrera ainsi l’hy- 
perboloïde en question. Cette surface admet aussi évidem- 
ment un second mode de génération, dans lequel la droite 
(B) glisserait sur trois droites quelconques (A), (A,), (A) 
du premier système. 

151. Réciproquement, lorsqu'une droite mobile G s'appuie 
constamment sur trois droites fixes B, B', B”, dont deux 
quelconquesne sont pas dansun méme plan, a surface ainsi dé- 
crite est toujours un hyperboloïde à une nappe; pourvu 
cependant que les trois directrices ne soient point ensemble 
parallèles à un méme plan; car, sans cette dernière res- 
triction qui est vérifiée {n° 146) par les droites de l’hy- 
perboloïde , la surface dégénérerait en un des paraboloïdes 
dont nous parlerons plus tard (n° 176). 

Sous les conditions admises, il sera toujours possible de 
mener, par un point quelconque de lespace, trois axes 


7 


Frc. 14. 
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coordonnés obliques , respectivement parallèles aux trois di- 
rectrices ; mais afin de manifester clairement la position d’un 
point remarquable de la surface, nous placerons cette ori- 
gine au centre du parallélépipède construit de la manière 
suivante. Par la droite B concevons un plan BCD paral- 
lèle à B”, et par B’ un plan B'EF aussi parallèle à B”; ces 
deux plans, nécessairement distincts d’après les conditions 
admises ci-dessus, se couperont suivant une droite A" évi- 
demment parallèle à B”. De même, par B et B" conce- 
vons deux plans BCF et P’HK parallèles à B”, lesquels se 
couperont suivant une droite A’ parallèle à B’; et enfin, 
par B’et B’ imaginons deux plans B'EI et B"HF parallèles à B, 
dont l'intersection sera une droite À parallèle à B. Alors, ces 
six plans formeront bien un parallélépipède , au centre du- 
quei nous allons placer l’origine des coordonnées, en me- 
nant l’axe OX parallèle à B, l’axe OY parallèle à B°, et OZ 
parallèle à B". | 

152, Cela posé, en désignant par 24, 26, 27, les longueurs 
de trois arètes contiguës du parallélépipède précédent, les 
équations des trois directrices seront évidemment 


n Re AR hd Ve 
A BU, + y 
AS RE RIUIES 
DE EL 


La génératrice mobile sera représentée par 
(G) LENS RS f=Nnz + g; 


mais il faudra y joindre les conditions qui expriment que 
cette ligne a toujours un point de commun avec (B"), avec (B), 
et aussi avec (B), ce qui donnera, (n° 25), 


Gÿ) G—pr+EC+gmæo, 
(16) dt + My + p = 0, 
(19) É + ny — q = 0. 
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Les quatre constantes »m, n, p, q se trouvant ainsi liées par 
trois relations, il en reste une seule d’arbitraire , m, par 
exemple; si donc on lui attribuait successivement diverses 
valeurs m = 1,10, 12...., et que l’on calculât les valeurs 
correspondantes de n, p, g, pour les substituer dans (G), on 
obtiendrait les équations d’autant de positions particulières de 
la génératrice; mais si, au contraire, on élimine m, n,p, q 
entre les cinq équations precédentes, le résultat fournira en- 
rex, y, z une relation qui conviendra en même temps à 
toutes les positions de la génératrice, et qui sera l’équation 
du lieu géométrique engendré. par cette droïte mobile. Or, 
les équations (16), (17) et (G) donnent, en les combinant deux 
à deux, | 

PE Tr — 4Z — yX D Te __63+or. 


ae ) 


_ g—= 
SP AO Z2— y z +7 z + y? 


et ces valeurs substituées dans (15), conduiront à 


(18) ayz + Gzx + yxy + a6y = 


La surface représentée par cette équation, est du second de- 
gré ; elle admet un centre qui est l’origine O des coordonnées 
actuelles, puisque (n° 93) la somme des exposans des variables 
est paire dans chaque terme, comme le degré de l’équation. 
Ensuite, parmi les surfaces douées d’un centre, il n’y a que 
l’hyperboloïde à une nappe qui admette des génératrices rec- 
tilignes (n° 142) ; donc l’équation (18) représente bien un tel 
hyperboloïde, et les axes coordonnés actuels sont évidemment 
(n° 145) trois arètes du cône asymptote de cette surface (*). 
153. D'ailleurs, la forme symétrique de l’équation (18) 
manifeste clairement l’existence du second mode de génération 
que nous avons reconnu dans l’hyperboloïde (n° 150). En ef- 


rm PS LIT EE 


(7) C’est M. J. Binet qui a fait connaître l’existence du parallélépipède 
remarquable que nous venons d'employer, ainsi que celle de beaucoup d’au- 
tres qui sont aussi concentriques avec l’hyperboloide. F’oyez le 16e cahier du 


Journal! de l'École Polytechnique. 


Es | 
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fet, si l’on prend pour directrices de la droite mobile G du 
n° 151, les trois droites A, A”, A”, qui sont les arètes opposées 
à B, B’, B", dans le parallélipipède de la figure 14 , les équa- 


tions de ces nouvelles directrices seront 


u T— — «, 
(a) ASIA es 
see 

[Y = —6, 
de Zu y; 


et alors la génératrice G va décrire la méme surface, puisqu'il 
suffira évidemment, sans nouveaux calculs, de changer dans 
l'équation (18) &, 6,7 en— «x, —6C, — y, ce quin’altère pas 
cette équation. D'ailleurs, les trois droites A, A”, A"ne sont 
autres que des positions particulières de la génératrice G, lors- 
qu’elle glissait sur B, B’, B”, dans le premier mode; car la 
ligue À , par exemple, coupe B'et B”, et se trouve parallèle 
à B ; de sorte qu’elle doit être regardée comme s’appuyant sur 
ces trois dernières droites. Donc, lorsqu'on a fait mouvoir 
une droite sur trois directrices rectilignes , on peut prendre à 
leur tour trois quelconques des positions de la génératrice 
pour nouvelles directrices, et en faisant glisser sur celles-ci 
l’une des premières directrices, on retrouvera le méme hyper- 
boloïde que dans le premier mode. 

19/4. Si l’on admettait que deux des directrices Bet B’ sont 
dans un méme plan, la surface se réduirait, comme on doit le 
prévoir aisément, au système de deux plans , dont l’un serait 
celui des deux directrices en question, et dont l’autre passe 
rait par le point commun à ces deux droites et par la troisième 
directrice. Effectivement, dans l’hypothèse « = 0, l’équation 
(18) se décompose dans les deux suivantes : 


MES À TU €z + yy = 0. 


Mais il ne faut pas chercher à déduire de l’équation (18), 


DISCUSSION DES SURFACES DÉPOURVUES DE CENTRE. 1ON 


le cas particulier où Les trois directrices seraient parallèles à 
un même plan; car alors il eût été impossible de prendre, 
comme nous l'avons fait, les trois axes coordonnés parallèles 
à ces droites. Nous traiterons plus tard ce cas intéressant 


(n° 170). 
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Discussion des surfaces dépourvues de centre. 


155. Les surfaces du second degré qui sont dépourvues de 
centre , sont toutes comprises dans l’équation (20) du n° 1 17; 
où les diverses combinaisons de signes des coeficiens, se ré- 
duiront toujours aux deux suivantes : 


+ P'y2 Æ P'z — + Qzr. 


En effet, on pourra d’abord rendre positif le premier coeffi- 
cient P”, s’il ne l'était pas, en changeant les signes de tous les 
termes de l’équation donnée. Ensuite, quand Q sera négatif, 
il suffira de remplacer x par — x’ pour ramener l’équation à 
la forme précédente; or, comme ce changement équivaut à 
compter les x positifs dans le sens opposé à celui qu’on avait 
adopté d’abord, on voit que le signe de Q ne peut avoir d’in- 
fluence que sur la position de la surface, et non sur sa forme ; 
c’est pourquoi nous nous arrêterons au cas où il ést positif, et 
ainsi cette classe de surfaces ne présentera que deux genres 
vraiment distincts, appelés le paraboloïde elliptique et le pa- 
raboloïde hyperbolique, à cause de la nature des sections 
qu'ils admettent. 


196. PARABOLOÏDE ELLIPTIQUE. L’équation avec les signes ex- 


Frce. 22e. 
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plicites , est alors de la forme 


(x) P'y? + P'z> = Qz. 


Gette surface ne coupe évidemment les axes qu’à l’origine des 
coordonnées, et la droite OX, intersection des plans XY et 
XZ qui sont ici les seuls principaux (n° 117), est l'axe unique 
et indéfint du paraboloïde. Ces mêmes plans donnent pour 


sections principales , deux paraboles AOA’, BOB’, ayant pour 
équations 


8 ERA El = Sz—pr, 
NO UE = Sr pa; 


ei si l’on introduit leurs paramètres P»p'; dans l’équation (1), 

à la place des coefliciens P’,P", elle prendra cette forme plus 

symétrique 

P' 
157. Les sections parallèles au plan YZ, ou perpendiculaires 

à l’axe du paraboloïde , sont représentées par 


(2) e + — —x où py°+pa = pp'x. 


zx = h et ARE (3) 
P P 


on voit que ce sont toujours des ellipses , telles que ABA'B, 
semblables entre elles, puisque leurs axes qui s’obtiennent en 
posant tour à tour z = 0, y —0, dansl’équation (3), conser- 
vent un rapport indépendant de h. Ces ellipses s’agrandissent 
indéfiniment avec h, tant que cette quantité est positive ; mais 
elles deviendraiïent imaginaires, si h était négatif; d’où l’on 
conclut que le paraboloïde actuel ne s’étend nullement du côté 
des x négatifs. 

158. Lorsqu'on ap —=p", les ellipses précédentes (3) de- 
viennent évidemment des cercles, dont les centres sont situés 
sur OX , et dont les plans sont perpendiculaires à cette droite ; 
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par conséquent, le paraboloïde est alors de révolution, et peut 
être engendré par la demi-parabole OA ou OB, tournant au- 
tour de son axe OX. 

159. Coupons maintenant la surface (2) par uu plan quel- 
conque | 
z= mx + ny + k; 
il viendra pour la projection de la courbe, 


(p° + pr) 7° + px? + 2pmnxy + .... = 0. 


Or, comme ici le binome caractéristique B°—4AC——/{pp'm", 
il en résulte que les sections faites dans la surface sont toujours 
des ellipses ou des paraboles : d’ailleurs, ce dernier cas n’ar- 
rive que quand m == 0, c’est-à-dire quand le plan sécant est 
parallèle à l'axe OX du paraboloïde elliptique. Ainsi la déno- 
mination de la surface rappelle très exactement les deux gen- 
res de sections plänes qu’elle admet, 

160. PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. L’équation relative à ce 
senre est, avec les signes en évidence, 


(4) P'p — P'z — Qx. 


La surface ne coupe les axes coordonnés qu’à l’origine, et, 
comme au n° 166, l’axe unique et indéfini de ce paraboloïde 
est la droite OX, intersection des deux plans principaux XY 
et XZ, Les sections faites par ces plans sont | 


ee AE du à PS xp, 
F WEP O PRÉTRRS" = Te pr: 


ce sont les deux paraboles AOA” et BOB’, dont la seconde Fic. 23. 
ayant un paramètre négatif, tourne sa concavité vers les x né- 
gatifs. Si l’on introduit les paramètres de ces courbes dans 
l’équation (4), elle prendra la forme symétrique 
S° 2? 
(5) 7 


msn 


“= à Ch à. + PT x" pa = PPT; 
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qui ne diffère de celle du paraboloïde elliptique que par le 
changement de p’ en — p'; et cette relation est fort utile pour 
transporter à l’un les propriétés reconnues dans l’autre. 

161. Les plans parallèles à YZ, ou perpendiculaires à l’axe 
OX du paraboloïde hyperbolique, couperont cette surface 
suivant des hyperboles représentées par 


rh et ZT —h}. (6) 


Leursaxes qui s’obtiennent en posant tour à tourz—0,7=—=0, 
dans l’équation (6), conservent entre eux un rapport indé- 
pendant de À : ainsi, toutes ces hyperboles sont semblables, 
et elles s’agrandissent indéfiniment avec la valeur absolue 
de », mais leur position change avec le signe de cette quan- 
tité. En effet, pour une valeur positive À == 00", l’équation 
(6) montre bien que l’hyperbole (GDH, G’D'H°) a son axe réel 
O'D dirigé parallèlement à OY , et que son axe imaginaire OC 
est vertical; tandis que pour une valeur négative k — 00”, 
l’équation (6) donne une hyperbole (gch, g'c'h') dont l’axe 
réel O"c est vertical, et dont l’axe imaginaire O"d est parallèle 
à OY. 

D'ailleurs, quand on pose À = o dans (6), on voit que le 
plan YZ coupe le paraboloïde suivant deux droites 


Ti OM EE V2 


qni sont les asymptiotes communes à toutes les hyperboles 
précédentes projetées sur ce plan YZ. | 

162. De là on doit conclure que le paraboloïde hyperbo- 
lique est une surface composée d’une seule nappe continue, 
qui s’étend indéfiniment vers les x positifs et vers les x néga- 
tifs, mais dont la courbure présente une forme opposée dans 
ces deux régions. En outre, cette surface ne sera jamais de ré- 
‘volution, quand bien même on aurait P — p', comme cela 
est arrivé (n° 158) pour le premier paraboloïde ; et effective 
ment, nous allons démontrer que le paraboloïde hyperbo- 
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lique ne peut admettre, pour section plane, aucune courb 
fermée. à 


163. Combinons l’équation (5) avec celle d’un plan quel- 
conque 


z = mx + ny + h; 


il viendra , pour la projection de la section, 
(9) Cp° — prà) y° — pm'x° — 2pmnzy + .... —o. 


Ici la quantité B° — 4AC = + pp'm°; donc, toutes les sec- 
tions planes faites dans la surface qui nous occupe, sont des 
hyperboles ou des paraboles ; et ce dernier cas arrive seule- 
ment quand m—0o, c’est-à-dire quand le plan sécant est pa- 
rallèle à l’axe OX. C'est la nature de ces sections qui a fait 
nommer cetie surface paraboloïde hyperbolique : cependant, 
parmi les hyperboles , il faut comprendre le système de deux 
droites qui se coupent, et parmi les paraboles, le cas d’une 
seule ligne droite ; car ces variétés se retrouvent dans l’équa- 
tion (7), lorsqu'il arrive que son premier membre peut se dé- 
composer en deux facteurs rationnels, ou bien quand m = 0 
avec p'— pr? = 0. 

Daus ce dernier cas où la section est une droite unique, le 
plan sécant se trouve parallèle à l’un des deux plans directeurs 
dont nous parlerons au n° 171. 

164. PROPRIÉTÉS COMMUNES aux deux paraboloïdes. Chacune 
de ces surfaces peut être engendrée par une des deux paraboles 
principales , OB par exemple, qui se mouvrait parallèlement 
à elle-méme (*), et de manière que son sommet glissät cons- 
tamment sur l'autre parabole principale OA. 

Considérons d’abord le paraboloïde elliptique où ces deux Fic. 224 
courbes ont pour équations, 


(*) On entend par là que deux tangentes on deux cordes quelconques de 
cette courbe demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives, ce qui 
entraine évidemment le parallélisme du plan de la courbe; mais cela exprime 
en outre que cette courbe ne tourne pas dans son plan mobile. 


Fic.23. 
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DAMON NO TE TE TE VE 
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Ï 


Quelle pr: 


Lorsque la génératrice mobile OB sera venue dans une posi- 
tion quelconque DE, son sommet D dont je désigne les coor- 
données par 00"= «, O'D —6, se projettera en O’ sur le plan 
XZ ; et cette courbe étant Aus un plan parallèle à ce dernier, 
elle conservera en projection le même paramètre p'; d’où il 
suit que la parabole DE aura pour équations, 


(8) Mie 0 (oh des raie): 


D'ailleurs , le sommet D devant toujours se trouver sur la di- 
rectrice OA, il faudra que ses coordonnées x = «a, y —6, 
z = 0, satisfassent aux équations de cette dernière courbe, 
ce-qui fournira entre les constantes arbitraires « et 6 la re- 
lation 


(10) CG — pa. 


Cela posé, si l’on attribuait à + diverses valeurs successives 
æ—5,ax—6,..... on déduirait de (10) les valeurs corres- 
pondantes de 6, et en substituant ces valeurs simultanées 
dans (8) et (9), on obtiendrait les équations de telle ou telle 
position déterminée de la parabole mobile DE; mais si au 
contraire on élimine les constantes «, 6, entre les trois équa- 
tions (8), (9) et (10), le résultat conviendra alors à toutes les 
positions de la génératrice, et représentera le lieu géométri- 
que parcouru par cette ligne mobile. Or, en tirant de (8) et (a) 
les valeurs de zet 6, pour les substituer dans (10), on trouve 


x — 2 k 
= Pp (EE) où py® + pe = ppE, 


résultat qui coïncide avec l’équation (2) du n° 156, et prouve 
ainsi que la surface engendrée par le mode indiqué plus haut, 
est effectivement un paraboloïde elliptique. 

165. Quant au paraboloïde hyperbolique dans g les 


deux paraboles principales ont pour équations, 
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© 
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OPPEUMT = IDE 
OST NO RS ee = es 


on verra, par des considérations toutes semblables aux pré- 
cédentes , que cette dernière courbe, parvenue dans une po- 
sition quelconque DE sera représentée par 

Gr) = 


5, (12) = — px — a). 

Ensuite les constantes arbitraires O0" — «, O'D —£, devant 
encore vérifier l’équation de la parabole OA, se trouveront 
aussi liées par la relation 


(LB) IMG ES me $ 


de sorte qu’en raisonnant comme ci-dessus, il faudra élimi- 


ner « et & entre les équations (11), (12) et (13), ce qui con 
duit à 


1% 2 vi 1 : 
=p EEE), où pyŸ — pr = pp; 


résultat qui, par son identité avec l'équation (5) du n° 160, 
prouve que le paraboloïde hyperbolique peut aussi être en- 
gendré par la parabole OB qui se mouvrait parallèlement à 
elle-même , et de manière que son sommet glissât constam- 
ment sur l’autre parabole principale OA. 

166. Tous les plans diamétraux, dans les deux parabo- 
loïdes, sont parallèles à l’axe OX de la surface. En effet, si 
l’on recourt à la formule généraie (5) du n° 105, 


d® d®œ 


Cup Vi ui 0 
dx dy  FARSEN 


pour l'appliquer à l’équation des surfaces dépourvues de 
centre, 


PIERRE DRE 
ou p’ pourra être supposé positif ou négatif , on trouve 
(14) 2p'ny + 2pz = pp'm, 


équation qui représente un plan évidemment parallèle à OX. 
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Réciproquement, tout plan qui sera parallèle à OX, et re- 
présenté par une équation donnée 


(15) Ry + Tz = K, 


sera un plan diamétral du paraboloïde, puisqu’en identi- 
fiant l’équation (14) avec (15), on en déduira pour mn et n , des 
valeurs toujours admissibles 
2K Rp 
Mm=—, = pe 
167. Tous les diamètres des paraboloïdes sont parallèles à 
l'axe de la surface; car ces droites sont (n° 104) les intersec- 
tions de deux plans diamétraux, et nous venons de voir que 
ceux-ci se trouvent toujours parallèles à OX. 
Réciproquement, toute droite menée parallèlement à l’axe 
d’un paraboloïde, sera un diamètre de cette surface, puisque 
deux plans conduits par cette droite seront d'amétraux (n° 166). 
168. DES GÉNÉRATRICES RECTILIGNES, Il s’agit d’examiner s2 
une droite peut étre appliquée dans toute sa longueur indé- 
finie sur un paraboloïde ; or, comme la forme limitée du pa- 
raboloïde elliptique fait assez prévoir qu’il ne saurait jouir de 
cette propriété, et que d’ailleurs il suffira de changer le signe 
de p’ pour appliquer les résultats à ce genre de surface, nous 
allons effectuer cette recherche spécialement sur le paraboloïide 
hyperbolique, dont l’équation avec les signes en évidence , 
est 


(16) PI — ps = pp'x. 


S'il existe une droite située tout entière sur cette surface, 
sa projection horizontale sera de la forme 


(17) Y'= ax +6, 


où æet 6 sont deux constantes indéterminées ; et le plan pro- 
jetant représenté aussi par cette équation (17), devra donner 
par sa combinaison avec la surface (16), une intersection du 
second degré dont une branche soit rectiligne, et par suite 
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l'autre branche le sera pareillement: Or, en éliminant x entre 
(16) et (17), parce que la projection sur le plan YZ est la plus 
intéressante, on obtient 


(18). z° — E (y a HAN T 


et pour que cette équation puisse se décomposer en deux fac- 
teurs du premier degré, il faut que le second inembre soit un 
carré parfait, puisque le premier membre en est un, ce qui 
exige que l’on pose 


Cette relation unique entre 6 et #, laisse arbitraire une de ces 
quantités ; par conséquent il existera une infinité de droites 
situées sur la surface, et dont les projections, déduites des 
équations (17) et (18) où l’on aura substitué la valeur de 6, 
seront 


(19) JS = «ax +5-, 


(20) z 


I 
H+ 
= fs 
TES 
S 
pie 
Nr 


La troisième projection se déduirait de celles-ci par l’élimina- 
tion de y, et aurait la forme 


5 
(21) 5 8 mie VE ae — P), 
ÿ 14 44 

169. Avant d’aller plus loin, observons que ces résultats 
deviendraient imaginaires, si l’on changeait le signe du para- 
mètre p'; d’où il résulte que le paraboloïde elliptique n’ad- 
met aucune génératrice rectiligne. 

170. Quant au paraboloïde hyperbolique , les diverses droi- 
tes qu’il admet, pour des valeurs successives de l’indétermi- 
née æ, ont deux à deux une projection horizontale commune ; 
mais comme elles se distinguent sur les autres plans, on doit 


Fic.244 
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les partager en deux systèmes (À) et (B), savoir : 


(es J=ux+E, / 
ss dé (quel Sur e 
[:=+ a 24/7 TS V (> 
Rep r P Ed ar 
date de î bi ee + 
(4°) am 
18° Pare 4% 2 yf Euf pt Es 
:=+V/ 5 {e oœ! }? F \ P ou) ? 
CAURIE MINES | (BORMES 


Pour mieux apercevoir les positions respectives de ces lignes, 
séparons les trois plans coordonnés, en les transportant pa- 
rallèlement à eux-mêmes jusqu’à une certaine distance; et 
alors on reconnaîtra que les projections horizontales de toutes 
les génératrices des deux systèmes, sont des tangentes MT, 
M'T'.... à la parabole principale ÿ* = px. En effet, si nous 
combinons cette dernière équation avec (19), pour avoir les 
points communs à ces lignes , il vient 


NAT ENNNT 


2 10% 


CE = 0, 

résultat qui, étant un carré parfait, annonce que les abscisses 
des points de section de MT avec la parabole OA, sont toutes 
deux égales, ainsi que les ordonnées qui se déduiraient de 
(19) ; par conséquent la droite MT est bien tangente à la para- 
bole horizontale OA. 

On s’assurérait d’une manière semblable, que les projec- 
tions des génératrices sur le plan XZ, iesquelles sont repré- 
sentées , pour chaque valeur de «, par la double équation (2r), 
se trouvent des tangentes RS et RV.... à la parabole prinei- 
pale 2° = — p'x. 

171. Quant aux projections des génératrices sur le plan YZ, 
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les secondes équations des groupes (A), (A”), (A”).... où les 
coefliciens des variables sont indépendans de &, #,.... mon- 
trent que ces projections sont des drortes parallèles, NA, 
N'A”,....; donc les plans projetans sont parallèles entre eux, 
et par suite, les génératrices dans l’espace se trouvent toutes 
parallèles à l’un de ces plans. Le paraboloïde hyperbolique 
offre donc cette propriété remarquable que toutes les géné- 
ratrices du système (A) sont parallèles à un méme plan a0'X, 
quia pour équation 


u P’, 
= +9 VE 


ce plan, ou tout autre de même direction, se nomme /e plan 
directeur des droites du système (A). 

Une relation semblable a lieu pour les droites du système 
(B) ; car les secondes équations(B), (P/)... montrent queleurs 
projections sur ŸZ sont des lignes parallèles NB, N’B’...; 
donc ces génératrices, dans l’espace , sont toutes parallèles au 
plan directeur bO'X , déterminé par Péquation 


Z2=—7Y VE. 


Observons que les deux plans directeurs se coupenttoujours 
suivant l’axe OX du paraboloïde, ou suivant une parallèle à 
cet axe; et ils se trouveraient perpendiculaires entre eux, si 
l’on avaitp = p'. 

172. Deux droites quelconques (A) et (A”) d’un méme sys- 
ième, ne se trouvent jamais dans un même plan. En effet, 
leurs projections sur le plan YZ sont parallèles : donc, les 
génératrices en question ne se coupent pas; d’ailleurs elles 
ne sont point parallèles dans l’espace, puisque leurs pro- 
jections sur XY se coupent nécessairement, comme tangentes 
à une même parabole : donc ces deux génératrices ne sont pas 
dans un même plan. Ainsi le paraboloïde hyperbolique, con- 
sidéré comme le lieu des diverses droite (A), (A°3, (A”)..... 


Fic. 24. 
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est une surface gauche (n° 149), mais qui offre cette circons- 
tance particulière , que ses génératrices rectilignes sont toutes 
parallèles à un même plan aO'X. 

Une conséquence analogue a lieu pour les droites du sys- 
tème B , qui ne se trouvent jamais deux à deux dans un même 
plan. 

173. Au contraire, une droite quelconque du système (A) 
coupe toutes celles de l’autre système. Cela est évident pour 
les génératrices (A) et (B), situées toutes deux dans le même 
plan vertical MT, et projetées suivant NA et NB; mais com- 
parons (A) avec (B”). Leurs projections sur YŸZ se rencontrent 
en E; et comme en menant de là une parallèle à OX, elle 
n'ira percer le paraboloïde qu’en un seul point D, puisque 
l'équation de cette surface est du premier degré en x, il est 
certain que le point projeté en E et D, est commun aux deux 
génératrices. D'ailleurs, l’analyse conduit à la même consé- 
quence ; car si l’on combine les quatre équations (A) et (B°) du 
n° 170, on verra aisément qu’elles s'accordent à donner une 
même valeur pour y, après l'élimination des variables x et z. 

On démontrerait d’une manière semblable, que chaque 
génératrice (B) coupe toutes celles du système (A). 

174. Or, puisque le mouvement d’une droite est compiète- 
ment déterminé par la condition de s’appuyer sur trois autres 
droites fixes (n° 149), il s’ensuit que si l’on fait glisser la géné- 
ratrice (A) sur (B), (B”) et (B”), elle ne pourra prendre que les 
positions (A”), (A”)...., qui déjà rencontrent ces directrices, 
et ainsi elle décrira le paraboloïde hyperbolique. Sous ce point 
de vue, cette surface devient un cas particulier de l’hyperbo- 
loïde à une nappe (n° 150), puisque ici Les trois directrices (B), 
(B”), (B”) satisfont (n° 171) à la condition de se trouver toutes 
parallèles à un méme plan bO'X. 

175. Observons enfin que le mouvement d’une droite est 
aussi complètement réglé, quand on n’assigne que deux di- 
rectrices , avec la condition que la droite mobile restera pa- 
rallèle à un plan donné. En effet, si l’on coupe les deux lignes 
fixes par divers plans parallèles au plan directeur, et que lon 
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joigne par des droites les points de section de chaque plan, on 
obtiendra autant de positions de la génératrice. 

D'où il suit que le paraboloiïde hyperbolique peut encore 
être engendré par la droite (A) assujettie à glisser seulement 
sur (B) et(B’), et de plus à rester parallèle au plan donné 40'X ; 
car elle ne pourra prendre ainsi queles positions (A”), (A7)... 
qui déjà satisfont à ces deux conditions. 7 

D'ailleurs ce mode de génération, qui est le plus commode 
dans la pratique, est aussi double comme le précédent (n° 174), 
puisqu'on peut produire le même paraboloide en faisant mou- 
voir la droite (B) sur (A) et (A"), avec la condition qu’elle de- 
meure parallèle au plan directeur bO"X. 

176. Réciproquement , lorsqu'une droite quelconque A glisse 
sur deux droites fixes B et B'non situées dans le même plan, 
en demeurant parallele à un plan donné, elle engendre toujours 
un paraboloïde hyperbolique. 

Prenons le plan directeur donué pour Ke plan coordonné XY, 
et choisissons le plan XZ parallèle aux deux directrices B et B', 
en laissant arbitraires, du reste, l’origine O et les deux axes 
OY, OZ ; alors les directrices rapportées à ces axes obliques, 
seront représentées évidemment par 


(Or 
Ho 


ae 


h, LAS Et AS 
PORC MENT RE 


(nl 


La génératrice qui doit être constamment parallèle au plan, 
XY , aura des équations de la forme 


(A) DR = ax + 6, 


où les quantités &, 6, y, sont des constantes indéterminées ; 
mais il faudra y joindre les relations qui expriment que cette 
droite mobile rencontre toujours chacune des deux directrices, 
relations que l’on obtient (n° 25) par l'élimination des trois 
variables +, y, z, entre les équations (A) et (B), puis entre 
(A) et (B”), et qui sont 


(22) h — a (ay +b)+é 
(23) h° = # (ay + 0) + €. 
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Les trois constantes «, 6,7se trouvant ainsi liées par deux 
équations, une d’entre elles, par exemple «, reste arbitraire ; 
de sorte que si on lui attribuait diverses valeurs successives 
t—1,4—2,.... On pourrait en déduire celles de 6 et y; 
puis, en substituant ces valeurs correspondantes dans les 
équations (A), en obtiendrait successivement telle ou telle 
position déterminée de la droite mobile ; mais si au contraire 
on élimine #, 6, y, entre les quatre équations (22), (23) et (A), 
le résultat conviendra alors à toutes les positions de cette 
génératrice, et sera par conséquent l'équation du lieu géo- 
métrique parcouru par cette droite. Or, par des soustractions 
évidentes , on élimine aisément 6 et, et l’on obtient 


FF —h —= a (x — az — bd), 
AUS ere hk'1 — 
d’où l’on déduit, en éliminant &, 


(24) yz(a—a)+y(b—0')+ z(ah—ah) + x(h—h)=bh 0h. 


a (x — az — b'}; 


Cette surface est du secoud degré, et elle n’admet point de 
centre ; car le terme x (h° — h) qui est de degré impair, ne 
pourra jamais disparaître (n° 94) en transposant les axes ac- 
tuels parallèlement à eux-mêmes, puisque ce terme étant le 
seul qui soit fonction de x, conservera toujours le même coef- 
ficient donné (h'— h). L’équation (24) représente donc un des 
deux paraboloïdes ; et c’est évidemment le paraboloïde hyper 
bolique, puisqu’en posant x — 0, on obtient une hyperbole, 
ce qui ne saurait convenir (n° 159 ) à l’autre paraboloïde ; 
d’ailleurs ce dernier n’admet pas (n° 169) de génératrice rec 
üligne (*). | 


me qe dd os Lt im 


(*) Si Pon supposait À — h', l'équation (24) se Aécompeserait en deux fac- 
teurs du premier degré, lesquels représentent deux plans qui se coupent. En 
effet, cette hypothèse revient à dire que les deux directrices B et B’ sont si- 
tuées dans un même plan y —h, et alors la génératrice mobile, toujours 
parallèle au plan XY, ne peut plus prendre que l’un de ces deux mouvemens : 
ro. décrire le plan même des deux droites B et B°; 2°. passer constamment 
par le point de section de celles-ci , et décrire un plan parallèle à XY. 


DISCUSSION DES SURFACES DÉPOURVUES DE CENTRE. x 
177. Si nous n'avions pas voulu offrir au lecteur in exer- 
cice de calcul propre à servir de guide dans les ças généraux, 
nous aurions pu arriver à un résultat beaucoup plus'simple, 
en choisissant les axes coordonnés d’une manière encore plus 
particulière. En effet, en conservant ie plan directeur donné 
pour le plan XY, on peut choisir l’axe OY de manière qu’il passe 
par les deux points où ce plan est rencontré par les direc- 
trices B et B'; placer l’origine O au milieude cette distance (*), 
conduire le plan XOZ parallèlement aux deux droites B et B’, 
etenfin diriger l’axe OZ de sorte qu’il fasse des angles égaux 
avec ces directrices. Avec de tels axes obliques, les droites B 
et B’se projetteront sur le plan XZ suivant des lignes passant 
par l’origine, et elles auront évidemment pour équations 


BB) Jy— À, x— az, 
(B') W æ.— hi 7 


GE ai az. 


La génératrice aura encore des équations de la forme 


(A) 7e 7 LT Mari Ci 


mais pour qu’elle s’appuie constamment sur (B) et sur (B'}, on 
trouvera les équations de condition 


D he de 


de sorte qu’en éliminant &, 6, +, entre les quatre dernières 
équations, on obtiendra pour la surface demandée, 


CRODANMETT D EME 


résultat qui pouvait se déduire de l’équation (24), en y sup- 
posant b—0,b'—0,a#——a,}——h. 
178. Observons que sous les deux formes (21) et (25), les 


plans XY et XZ sont évidemment les deux plans directeurs du 


(*) Il ne faut pas affirmer que cette distance, ou cet axe OY, coïncidera 
avec la plus courte distance des deux directrices, parce que cela supposerait 
que le plan directeur donné est perpendiculaire sur le plan parallèle à ces 
deux droites. 


8. 
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paraboloïde , auxquels les génératrices des deux systèmes sont 
respectivement parallèles (n° 171) ; et ici leur intersection OX 
est seulement parallèlé à l'axe principal de cette surface : 
aussi quand on pose z=#, ou y—#, on trouve pour section 
une droite unique. 

179. Démontrons encore la réciproque du mode de gé- 
nération indiqué au n° 174, en cherchant l'équation de Za 
surface engendrée par une droite mobile À assujettie à glisser 
constamment sur trois droîtes fixes B,B', B", qui sont toutes 
trois parallèles à un méme plan : on sous-entend d’ailleurs 
que deux quelconques de ces droites ne sont pas dans un 
mème plan, parce que l’hypothèse contraire ne conduirait 
qu’à trouver le système de deux plans dont la position est 
facile à prévoir d’avance (n° 154). 

Prenons le plan XY parallèle aux trois directrices B, B’, B”, 
et la première de ces droites pour l’axe OX : dirigeons l’axe OY 
parallèlement à B', et enfin par le point arbitraire O, où 
se coupent ces axes, menons-en un troisième OZ qui ren- 
contre à la fois les trois directrices ; alors ces lignes auront 
pour équations 


(B) AIT ON AE DO 
AURA ge Aer EE 
COS NU ERETS Li NES 
La génératrice sera représentée par 
(A) Te + y, Y —= 6z + d'; 


mais pour qu’elle rencontre chacune des directrices , il faudra 
(n° 25) y joindre les conditions 


d— 0, ah + y —o, KE + à — a (ak + y), 


et en raisonnant comme au n° 156, il s’agira d'éliminer «, 6, 
y, 9, entre ces cinq équations. Si, d’abord, on substitue les 
valeurs des trois dernières quantités dans les équations (A), 
il viendra pour une position quelconque de la génératrice , 
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(26) en, y =" ?;; 


puis enfin, éliminant &æ, on obtiendra pour le lieu géométri- 
que cherché, 


(27) kyz La(h—k)xz=hkr. 


Or, dans cette équation du second degré, le polynome D 
(n° 95) qui sert de dénominateur aux coordonnées du centre, 
se trouve évidemment nul; ainsi la surface ne peut être qu’un. 
des deux paraboloïdes, ou bien ‘an cylindre (n° 96). Mais 
cette dernière hypothèse étant manifestement incompatible 
avec la direction des génératrices qui ne sont point parallèles 
entre elles , il demeure certain que la surface (27) est un para- 
boloïde hyperbolique, puisque l’autre paraboloïde n’admet 
pas (n° 169) de génératrice rectiligne. 

180. En outre, il est aisé de reconnaître que les positions 
(A), (A’), (A").... de la génératrice se trouvent aussi, 
comme cela doit arriver dans un paraboloïde , toutes paral- 
lèles à un même plan. En effet, ces diverses positions sont 
représentées par les équations (26), dans lesquelles on attri- 
buerait à + des valeurs arbitraires et successives &’, #”,&"....: 
or, un plan i 


Ax + By + Gz = 0 


sera parallèle à la droite (26), si l’on établit (n° 45) la rela- 
tion 


et cette condition se trouvera vérifiée indépendamment de «, 
si l’on pose 


Ak + Ba (k — h) = 0, et C = 0: 
donc, d’après ces valeurs de A, B, C, le plan 


ky = ak — h) x 


Fre. 25, 
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se trouvera bien parallèle à toutes les droites que représentent 
les équations (26), quelle que soit la valeur attribuée à &. 
161. Observons enfin que dans les deux modes de généra- 
tion employés n° 196 et 179, les directrices prises deux à 
deux, comme (Bj et (B’), ou (B”) et (B"), se trouveht coupées 
en parties proportionnelles par les positions successives (A), 
(A), (A").... de la génératrice. En effet, ces dernières droites 
étant toutes parallèles à un certain plan, on peut mener par 
chacune d’elles un plan parallèle à ce plan directeur , et l’on 
sait que des plans parallèles divisent toujours deux droites 
quelconques en parties proportionnelles. Cette propriété sert 
à construire très simplement un modèlé en relief du parabo- 
loide hyperbolique, en employant un quadrilatère gauche, 
dont on divise les côtés opposés en un mêmé nombre de 
parties égales, réunies par des fils : voyez la Géométrie des- 


criptive , n% 543 et 554. 


RNA ANA AAA AAA AAA Se AAA RAA AAA AURA A AS ANA ANA AA AA AA RAR AAA AR AN 
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T'héorèmes divers sur la similitude des courbes et des 
surfaces quelconques; sur les sections parallèles 
dans les surfaces du second ordre, etc. 


162. SIMILITUDE DES COURBES. Déux courbes d’un degré quel- 
conque, situées dans le même plan (ou dans des plans paral- - 
lèles), sont dites semblables et semblablement placées , lors- 
que après avoir pris dans la première un point arbitraire O, 
et mené divers rayons vecteurs OM,ON... on peut trouver 
dans la deuxième courbe un point O0’ tel que les rayons vec- 
teurs O'M", O"N’..... tracés parallèlement aux autres, et di- 
rigés dans le même séns, aient avec ceux-là un rapport cons- 
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tant ; c’est-à-dire que 

OM ON" 

OM ON 
Lorsque ces conditions se trouvent remplies pour deux 
centres de similitude O et O’, il en existe une infinité d’autres. 

Eu effet, prenons un point I arbitraire, et tirons parallèlement 
à OT, la droite O'T’sur laquelle nous porterons une longueur 


telle que 


= es res PT A 


OT 

Sr 
alors on démontrera aisément par des triangles semblables, 
que les rayons vecteurs IM et I'M”, IN et I'N’,... sont respec- 
üvement parallèles et ont entre eux le rapport À : par consé- 
quent les points I et [’ seront encore deux centres de simili- 
tude correspondans. 

163. Il est bon d’observer que dans les courbes semblables 
de forme et de position, les tangentes aux extrémités de deux 
rayons vecteurs homologues OM et O'M, sont toujours pa- 
rallèles entre elles. En effet, les triangles OMN et O"M'N’ évi- 
demment semblables, prouvent que les sécantes MN et M'N” 
sont parallèles ; or, comme cette relation continuera de sub- 
sister à mesure que les rayons ON et O’N’ formeront avec les 
droites fixes OM et O'M”, des angles plus petits, mais toujours 
égaux entre eux, il s'ensuit que quand ces angles deviendront 
nuls ensemble, alors les sécantes réduites à des tangentes , se 
trouveront encore parallèles. 

164. Si les rayons vecteurs qui sont prépértiédtiels! 1 n’é- 
taient pas respectivement parallèles, mais du moins for- 
maient des angles égaux avec deux droites fixes OX et OX", 
de direction différente , les courbes seraient semblables de 
Jerme seulement, et non de position. Alors, pour rétablir 
la similitude sous les deux rapports, il suffirait évidemment 
de faire tourner la seconde courbe autour de O0’, d’une 
quantité angulaire marquée par l’angle compris entre les 
droites OX et O'X". 


= k; 


Fic. 29. 
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Enfin, si après cette rotation, on transportait la seconde 
courbe parallèlement à elle-même, de manière à faire coin- 
cider le point O’ avec O, les deux courbes semblables devien- 
draient concentriques , quant à leur centre de similitude. 

185. Pour exprimer analytiquement les conditions de la 
similitude de forme et de position, xeprésentons par 


(1) F(Z, Y».2) Ts 0; (2) Poe re 2) == 04 


les équations des deux courbes rapportées aux mêmes axes 
quelconques OX, OY ; puis, en adoptant pour centre de simi- 
ditude de la première courbe, l’origine O des coordonnées, il 
devra exister dans la seconde un centre correspondant 0", dont 
nous désignerons Îles coordonnées inconnues par &, 6; alors 
les triangles semblables MOP et M'O’P” montrent qu’on ex- 
primera complètement /a proportionnalrié et le parallélisme 
des rayons OM et O'M", en posant les deux conditions 
f (4 
@ =, ee, 
# Je 

dans lesquelles # est une constante inconnue, mais essentiel 
lement positive ; à moins qu’on ne voulüt admettre une simr- 
litude inverse , dans laquelle les rayons vecteurs proportion- 
nels auraient des directions précisément contraires ; car, dans 
ce cas, les numérateurs des fractions (3) et (4) devratent être 
remplacés par 4 — zx" et 6 — 7", ce qui reviendrait à supposer 
K négatif. 

Cela posé, puisque les coordonnées des deux courbes sem- 
biables (1) et (2) doivent avoir entre elles les relations (3) 
et (4), si l’on tire de ces dernières les valeurs de x et y, pour 
les substituer dans (1), le résultat 


rie — 6 
(5) F (= Le ll Lee d) 


devra se trouver identique avec l’équation (2), puisque l’une 
et l’autre expriment une relation entre les coordonnées de la 
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seconde courbe rapportée aux mêmes axes. Il faudra donc, 
dans chaque exemple , ordonner et zdeniifier les équations (2) 
et (5) ; puis, voir si l’on peut satisfaire aux conditions qu’a- 
mènera cette opération, par des valeurs réelles et finies des 
constantes inconnues æ, 6 et À. Toutefois, la dernière de ces 
quantités peut être imaginaire, sans que la similitude cesse 
d’exister sous le rapport analytique, ainsi que nousle verrons 
plus loin, dans les hyperboles conjuguées (n° 190). 

186. Appliquons cette marche à deux courbes du second 
degré, représentées par 


(6) Ay° + Bxy + Cr + Dy + Ex + F =o, 
(DATE 2, B'rgt  Cat + Dr + Ex + Fi 0. 


Eu substituant dans la première, pour x et y, leurs valeurs 
tirées des relations (3) et (4), il vient 


(8) A7°?+Bx'y + Cry (Dk—2A6—Bax) +2" (Ek—2Cu—B6) 
HAS Ca + Ba — kDE—HEs+ F4) —0, 


équation qui, devant être identique avec (7), exige que l’on 
ait les cinq relations 


À B Â C 
(9) AT pe (10) A TC? 
A __D£é—2A6— Be 
(11) AE en EE DM RU V2 
A __ Ek— 2Ca — BC 
(12) ra On 
AN DAC 0 Cas Bat DC KBe sn EE 
(13) RAGE 0 Li COS MS à ee PNR 


mais comme il y entre trois inconnues #, 6 et #, les condi- 
tions de similitude, proprement dites , seront au nombre de 
deux , qui s’obtiendront par lélimination des inconnues; et 
d’après l’ordre adopté ci-dessus ; ce sont les équations (9) 
et (10). Les trois autres serviront à déterminer «, 6 et #, 
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c’est-à-dire le centre et le rapport de similitude , comme nous 
l’expliquerons bientôt. 

187. 11 résulte des conditions (9) et (10) que deux courbes 
du second degré sont semblables et semblablement placées, 
quand les coefficiens des trois termes du second ordre sont 
respectivement proportionnels dans les deux équations; et 
comme €n posant 


\ dd je à dis 
1l en résulte 
B° — AAC — h°(B°? — AAC", 


on voit que les deux courbes semblables seront toujours du 
méme genre. 

D'ailleurs, si l’on conçoit la courbe (6) rapportée à ses dia- 
mètres principaux, On aura évidemment 


0, Do, DE AOE 
et pour que la seconde soit semblable, il faudra admettre que 


À a 


ce qui exprime évidemment que les deux axes de celle-ci sont 
parallèles à ceux de la première, et que les uns sont propor- 
tionnels aux autres. 

188. Dans le cas de deux paraboles, si l’on conçoit la pre- 
mière rapportée à son axe principal èt à son sommet, on 
aura dans (6) 


BEST C0 UT=E70 10; 


et pour satisfaire aux conditions (9) et (10), il faudra ad- 


mettre que 
B — O0, C = O0; 


ce qui indique que l’axe de la seconde parabole est parallèle à 
celui de la première , mais ne fait rien connaître sur la valeur 
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A AUTOUR 
du rapport ru D'où il suit que deux paraboles dont les axes 


se trouvent parallèles, sont toujours semblables de forme et 
de position, quels que soient leurs paramètres. 

Il en résulte aussi que deux paraboles quelconques sont 
toujours semblables, du moins quant à la forme, puisqu'on 
peut (n° 18/4) faire tourner l’üne dé manière à rendre les axes 
parallèles entre eux. 

169. Revenons maintenant aux équations (6) et (7), rela- 
tives à des axes quelconques, et en supposant remplies les 
conditions (9) et (10), calculons les inconnues «, 6, #. Si, 
pour simplifier, on pose 


les équations (11), (12), (13) deviendront 

(14) 26 + Ba = Dk — D'h, 

(15)  2Cx + B6 — Ek — F'h, 

C2 + Ce + Ba6 — D6k — Eck = Fh — FA, 

dont la dernière, combinée avec les autres, peut être rempla- 
cée par lasuivante, qui est du premier degré en «, 6 : 
(16)  C(D4 + D'h) + &(Ek + Eh) = 2(F4 — FA). 
Alors on tire de (14) et (15) les valeurs 


__ B(D4 — D'X) — 2A(E4 — E#) 


(17) œ D Et MATRA N Te AAC 9 
__ B(EX — E’%) — 2C(D4 — D'h) 
(8) 6 — Haut 


puis, en substituant dans (16), on obtient, après quelques 
réductions, une équation du second degré à deux térmes, 
qui donne 


CA / 13 2 BAT) EP D = À) DE 200) 
L 2F CB — {40 —E (BD —2AË) = D (BE — 20D)" 
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Cette valeur unique, puisque (n° 185) on doit prendre 
positivement, ne fournira, dans les expressions de æet 6, 
qu'un centre unique qui corresponde à l’origine O des coor- 
données, adoptée pour centre de similitude de la première 
courbe ; mais pour que # et € soient réels, il faudra en géné- 
ral que # soit aussi réel, condition qui ne dépendra point de 
la quantité numérique k, toujours positive, si l’on a eu soin 
de rendre tels les coefficiens A’ et A. 

190. Toutefois, observons que le rapport de similitude Æ 
pourrait être imaginaire, et æ, 6 réels, si dans les expressions 
(17) et (18) le coefficient de k se trouvait nul: et pour faire 
comprendre comment dans un pareil cas, les conditions ana- 
lytiques de la similitude continuent d’être remplies, nous 
citerons l’exemple de deux hyperboles conjuguées, représen- 
tées par 

dy? Lee br? +- db? —- 0, 


y? br" — ab? = 0. 


On trouvera ici 


æ —= O, Ét==" 0), À éme Vesnge 


ce qui indique que les deux centres de similitude coïncident 
avec le centre de figure commun aux deux courbes. Or, si 
de ce point on mène deux rayons vecteurs parallèles, termi- 
nés respectivement aux deux hyperboles, on verra que l’un 
est imaginaire, quand l’autre est réel, et réciproquement ; 
mais en calculant leurs expressions analytiques, on trouvera 
qu'elles sont de la forme 


Migres VÆp!, TV VE pe 
de sorte qu’il sera vrai de dire que leur rapport est constant, 


et égal à V— 1. 


191. LES DIVERSES SECTIONS PARALLÈLES faites dans une méme 
surface du second ordre, sont des courbes semblables de 
Jorme et de position. Considérons d’abord les surfaces douées 
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d’un centre, et combinons leur équation générale 
(20) Pr? + P'y + P'# = NH 
avec celle d’un plan quelconque 


(21) z —= ax + by + à; 


en éliminant z, la courbe d’intersection, projetée sur le plan 
XY , sera représentée par 


(22) (P + P'a?) x? + (P° + PE) y? + 2P'abx y 
+ 2P'adx + 2P"&d y + PM H— 0); 


et pour obtenir la section faite par un autre plan 


z = ax + by + d, 


parallèle au plan (21), il suflirait évidemment de remplacer 
à par d', dans l’équation (22). Or ce changement n’altérant 
pas du tout les coefficiens des termes du second degré qui 
sont ici indépendans de à, il s'ensuit que les conditions (0) 
et (10) du n° 186 se trouveront bien vérifiées ; et par consé- 
quent (fig. 25) les projections MN... et M'N’... des deux 
sections parallèles seront semblables de forme et de position. 
J'ajoute qu'il en est de même de ces courbes dans l’espace ; 
car si par les rayons vecteurs parallèles OM et OM’, ON et 
O'N’,... on mène des plans verticaux, ils couperont évi- 
demment les plans des deux sections suivant des droites 
parallèles deux à deux, et que je désigne par om et 0‘, on 
eto'n',... En outre, il est facile de voir que l’on aura entre 
ces droites et leurs projections, les relations suivantes (n° 67) 


OM = om .cosa, ON = on.cos6,... 

O'M'— o'm’. cosæ, O'N’—= 07". cosC,...; 
mais comme la similitude des deux courbes MN... et 
M'N'... donnait les rapports égaux 


# 
OM ON 
OM 
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on conclura des égalités précédentes, la nouvelle suite de 
rapports égaux , 


ce qui démontre bien la similitude de forme et de position, 
pour les courbes mn... et m'n'... situées dans l’espace. 

192. Pour connaître le lieu des centres de toutes les sec 
tions parallèles au plan (21), observons que le centre d’une 
courbe dans l’espace, se projette toujours sur le centre de la 
projection. Or, celui de la courbe (22) sera donné, comme 
pour une surface du second degré (n° 95), en égalant à zéro 
les dérivées relatives à x et à y, c’est-à-dire par les équa- 
tions simultanées 


(23) (P + P'a)x + P'aby + P'a 
(24) (P'+ Pb)y + P'abx + P'H9 


Ï 


0, 


l 


puis, en y joignant l’équation 
(21) z= ax + by + à 


du plan sécant, dans lequel doit être évidemment situé le 
centre cherché, on pourrait calculer les troïs coordonnées 
du centre de la section qui, dans l’espace, répond à une 
valeur donnée de #. Mais si, au contraire, on élimine cette 
constante, variable d’une section à une autre, entre les équa- 
tions (21), (23) et (24), on obtiendra le lieu de tous les 
centres des sections parallèles ; or, en tirant de (21) la valeur 
de à pour la substituer dans (23) et (24), on trouve 


(25) Pr + P'az = 0, 

(26) 04 PET P 67 10; 
c’est-à-dire une droite passant par l’origine des coordonnées 
qui est ici le centre de la surface (20) : donc Ze lieu des cen- 


tres de toutes les sections parallèles, est un diamètre de la 
surface. | 
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193. Il est bon d’observer que ce diamètre est conjugué 
avec celui des plans sécans qui passe par le centre de la sur- 
face. En effet, les équations précédentes reviennent à 

LE — "2 — m3, 


A PP te Se LL 


et le plan diamétral, conjugué avec ce diamètre, étant 
(n° 105) de la forme 


d d® do 
Pr ARIANE SV PR 


devient, pour la surface (20), 
Pmzx + P'ny + P'z = 0; 


L 1: (à > ./ 
puis, par la substitution des valeurs précédentes de m et 
de n, il se réduit à 


z = ax + br. 


194. Lorsque le plan sécant (21) a une direction propre à 
donner des sections paraboliques, on pourrait se demander 
comment les centres de ces courbes se trouvent sur le dia- 
mètre (25) et (26); mais si l’on cherche la condition néces- 
saire pour que l’équation (22) représente une parabole, on 
verra qu’elle rend en même temps ce diamètre parallèle au 
plan sécant, de sorte que leur rencontre, qui aurait dû 
donner le centre de la courbe, n'a effectivement lieu qu’à 
l'infini. 

199. Quant aux surfaces dépourvues de centre, qui sont 
toutes deux comprises dans l'équation 


(27) PI + Pé # PPE 
la section faite par un plan quelconque 


(28) x = by +cz + d, 
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aura pour projection sur le plan YZ, 


(9)  Py+p#—ppbr —pp'ez —ppè =; 
et puisqu’en faisant varier d seulement, les coefficiens des 
termes du second ordre ne changent pas, on en conclura, 
comme au n° 191, que les sections parallèles sont, dans 
l’espace, semblables et semblablement placées. 

196. Le centre de la courbe (29) sera déterminé par les 
dérivées de son équation, égalées à zéro, savoir 


] 


0; 


(30) 27 — pb 
(31) 22 — ANT 


et le centre de la section dans l’espace s’obtiendrait en joi- 
gnant à celles-ci l'équation du plan sécant; mais puisqu'il 
faudrait (n° 192), éliminer entre elles la constante À, pour 
avoir la ligne des centres, il s’ensuit que cette ligne est dé- 
terminée par les équations (30) et (31), qui se trouvent ici 
indépendantes de d. Or, comme ces équations représentent 
une droite parallèle à l’axe OX du paraboloïde, on doit en 
conclure que Le lieu des centres des sections parallèles est 
encore un diamètre de la surface, d’après ce que nous avons 
prouvé au n° 167 sur les diamètres des paraboloïdes. 
197. On verra aisément qu'ici le diamètre, lieu des centres, 
a son plan diamétral conjugué situé à une distance infinie, 
et que ce diamètre disparait lui-même lorsque le plan sécant 
a une direction propre à donner des séctions paraboliques. 
En effet, pour obtenir de telles courbes, il faudrait (n° 159 
et 163) rendre le plan sécant (28) parallèle à l’axe OX, ce 
qui s'effectuera en posant 
’ r , 
ba 4 c Lea SALE 
a a a 
et ensuite a — 0; mais comme cela revient à faire b — © et 
c—, on voit qu’alors le diamètre représenté par les équa - 
tions (30) et (31) s’éloigne tout entier à l'infini. 
198. On peut déduire de ce qui précède, un mode de gé- 
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nération commun à toutes les surfaces du second degré, et 
qui en fournit la définition la plus propre à se prêter aux 
constructions graphiques de la Géométrie descriptive. Conce- 
vons que dans une ellinse ABDE, on ait tracé un diamètre Frc. 26. 
quelconque AD , et l’une de ses cordes conjuguées BE ; puis 
que, dans un plan passant par cette corde, et incliné d’une 
quantité arbitraire sur le premier, on ait construit une 
seconde ellipse BCE ayant pour diamètres conjugués la corde 
BE et une ligne quelconque 20C; alors, si l’on fait mouvoir 
cette dernière ellipse parallèlement à elle-méme , de manière 
que son centre O parcoure la droite AD, et que ses diamètres 
conservant un rapport constant, le premier devienne succes- 
sivement égal aux diverses cordes B'E”", B'E"...., on engen- 
drera une surface qui sera évidemment un ellipsoïde, puis- 
qu’elle sera le lieu de sections parallèles, semblables entre 
elles, et ayant leurs centres sur le diamètre AD, lequel sera 
conjugué avec le plan mené par le centre O0", parallèlement 
à l’ellipse mobile. | 

Si, d’ailleurs, cn veut confirmer cette conséquence par un 
calcul direct, on imaginera trois axes coordonnés obliques, 
ménés par le centre 0”, parallèlement à OA, OB, OC; l’el- 
lipse directrice sera représentée alors par les équations 


LS ÿ à 
eo pe he RATE A 
et l’ellipse variable par 


Es si ï 2° sen 4 
mais pour qu’elle ait un point commun avec la première, et 
que ses diamètres conservent un rapport constant, il faudra 
y joindre les relations 


a 


LH: b'"° * ‘ 
TROUS The L ct NP 


alors, en éliminant de ces quatre équations les constantes 


9 
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iabl b', c’ rivera aisément à 

variables æ, 0’, C ; OU arrivera aisément à 
x? 2 z? 
LA RE PUIS 
a? b? k42b3 


199. Pour obtenir, par ce mode de génération, les deux 
byperboloïdes, il suffirait de remplacer l’ellipse directrice 
ABDE par une hyperbole dont AD fût un diamètre imagi- 
naire , où bien un diamètre réel. Quant au paraboloïde ellip- 
tique , il faudrait prendre pour directrice une parabole; et si 
en même temps on substituait à la génératrice BCE, une 
hyperbole dont BE fût le diamètre réel, on obtiendrait le 
paraboloïde hyperbolique. Seulement il faut observer, dans 
ce dernier cas, que l’hyperbole mobile arrivée en A se ré- 
duirait à ses asymptotes, et qu’au-delà la corde BE — 26’ 
devenant imaginaire, l’hyperbole se renverserait; en effet, 


ses diamètres 2b’ et 2c° V/—-r devant conserver un rapport 
constant, le second deviendra 2c° quand le premier se chan- 


gera en 20° V/—+ : ces circonstances sont d’ailleurs conformes 
à la nature du paraboloïde hyperbolique. ( Voyez la Géomé- 
trie descriptive, n° 89). 


200. SIMILITUDE DES SURFACES. Deux surfaces d’un degré 
quelconque sont dites semblables de forme et de position, 
lorsque après avoir mené dans la première divers rayons vec- 
teurs partant tous d’un même point arbitraire, on peut trou- 
ver dans la seconde un point tel que les rayons vecteurs de 
cette surface, dirigés parallèlement aux premiers et dans le 
même sens, aient avec ceux-là un rapport constant. 

D’après cela, si les surfaces rapportées aux mêmes axes 
coordonnés sont représentées par 


# / ! / LS 
FT, 20, (GENE Ne, 
et si l’on désigne par (æ,6,7) le centre de similitude qui, 
dans la seconde surface, correspond à l’origine des coordon- 
nées prise pour centre de la première, on verra aisément, 
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comme au n° 185, que les conditions du parallélisme et de 
la proportionnalité des rayons vecteurs, sont exprimées ana- 
lytiquement par les relations 


DT A Ur of 


x LA 7 
de sorte qu’en tirant de là les valeurs de x, y, z, pour les 
substituer dans F(x, y, z)—0o, le résultat devra pouvoir 
être identifié avec F’(x’, 7’, z°) = 0. 

201. Si l’on applique cette marche à deux surfaces du se- 
cond degré, représentées par 


(33) Ax°+A'y+A"zEByz +B'xz +B'xy+Cx+C'y+0C'z+E—0, 
(34) ax? +a'y°+ az +byz+V'xz + 0'xy +cx +c'y+c"z+ e—=0, 


on trouvera, pour établir l’identité comme au n° 186, neuf 
équations dont les cing premières, savoir, 
/ U L4 ( {4 
nt nt 
seront indépendantes des inconnues #, 6,7, k, et par con- 
séquent exprimeront les véritables conditions de la simili- 
tude ; les quatre dernières serviront à déterminer ces incon- 
nues, quand les conditions (35) seront remplies. 

202. On prouvera aisément, comme au n° 187, que les 
relations (35) expriment que les deux surfaces (33) et (34) ont 
leurs axes principaux respectivement parallèles et propor- 
tionnels. I] en résulte évidemment que deux diamètres menés 
dans ces surfaces sous la même direction, auront leurs plans 
diamétraux conjugués parallèles l’un à l’autre. 

203. Quand les deux surfaces {33) et (34) satisfont aux con- 
ditions de similitude (35), et qu’elles se coupent, Za ligne 
d’intersection est toujours plane. En effet, si l’on pose 


et que l’on multiplie l’équation (34) par k, pour la retran- 
Q.. 


Fire. 27, 
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cher de (33); il restera 


(CCR AMENER) 7 CECI DEAN ETES 


équation d’un plan qui, combinée avec une des deux propo- 
sées, devra donner tous les points communs aux deux surfa- 
ces: mais si ce plan ne les rencontre pas, l’intersection sera 
imaginaire. 

On peut d’aitleurs observer que le plan de la courbe de 
section se trouve parallèle au plan diamétral qui, dans l’une 
ou l’autre surface, est conjugué avec la droite qui joint les 
deux centres; et pour s’en convaincreaisément, Gn supposera 
que les axes coordonnés sont choisis parallèles aux axes prin- 
cipaux, ce qui ne change rien à la position relative des sur— 
faces. 

204. Lorsque deux surfaces d’un ordre quelconque sont 
semblables de forme et de position, et que leurs centres de 
similitude coïncident en O, si on les coupe par deux plans 
parallèles MNP, M'N'P°, dont les distances au point O soient 
dans le rapport 1 : À des rayons vecteurs homologues, les 
sections ainsi obtenues seront nécessairement des courbes 
semblables. En effet, les rayons OM, ON, OP... menés aux 
différens points de la section faite par le premier plan, sont 
rencontrés par le second en des points qui donnent évidem-— 
ment les relations | 


CANTON 1 
DEN PT PONT AFRIQUE 


et.par conséquent les points M’, N°, P’... sont bien sur la 
deuxième surface. D'ailleurs , en projetant ces rayons paral- 
lèlement à une droite quelconque O+'v, on aura aussi entre 
les projections, les rapports 

DR SN I 

SO EN ET "AN Ron 


donc les deux sections sont semblables, et leurs centres de 
similitude sont en w et »’. 
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205. Supposons en outre que les surfaces en question soient 
du second degré, que O se trouve leur centre de figure, et 
que la droite arbitraire Ov'* soit le diamètre conjugué avec 
le plan diamétral parallèle aux plaus sécans : les points o et 
»" deviendront (n° 193) les centres de figure des deux sections. 
Mais le plan MNP coupera la seconde surface suivant une 
courbe 72np semblable avec M'N'P° (n° 191), et par consé- 
quent semblable avec MNP, et dont Îe centre sera en w. D’où 
il résulte que deux surfaces du second ordre, concentriques 
et semblables de forme et de position, sont coupées par un 
même plan quelconque suivant des courbes semblables, sem- 
blablement placées et concentriques. 

Cette proposition s’applique avec avantage dans plusieurs , 
questions de Géométrie descriptive, et entre autres à l’hyper- 
boloïde comparé avec le cône asymptote qui lui est semblable 
(n° 138); on en conclut que, pour trouver le centre et l’espèce 
de la section que produira dans la première surface un plan 
sécant donné, ii suffit de chercher le centre et l'espèce de la 
section produite par le méme plan dans le cône asymptote, ce 
qui offre une construction facile, et quelquefois la seule pra- 
tiquable. 

206. On s’appuie souvent aussi, dans la Géométrie descrip- 
tive, sur une propriété des surfaces du second ordre qui ne 
suppose nullement leur similitude, et dont voici l’énoncé. 

Lorsque deux surfaces quelconques de cet ordre se coupent 
suivant une courbe plane, laquelle est par conséquent du se- 
cond degré , il existe én général une autre Higne d’intersection, 
puisque la combinaison des équations des deux surfaces con- 
duirait à un résultat du quatrième degré : or, cette seconde 
section est également plane ; et c’est ce qu’on exprime en di- 
sant que quand la COURBE D'ENTRÉE est plane, la COURPE DE sor - 
TIE l’est pareillement. 

Pour justifier cette assertion , il ne sufhrait pas de dire que 
l'équation finale du quatrième degré résultant de l’élimination 
d’une des variables, devra, dans l'hypothèse admise, se dé 
composer en’ deux facteurs dont un appartienne à la courbe 
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d’entrée , et dont l’autre soit par conséquent aussi du second 
degré : car cela prouverait seulement que la courbe de sortie 
se projette suivant une ligne du second ordre, mais ne ferait 
rien connaître de certain sur la nature de la section dans l’es- 
pace. Concevons donc les deux surfaces (*) rapportées à trois 
plans coordonnés dont un, par exemple le plan XY, soit celui 
de la courbe d’entrée commune aux deux surfaces, et repré- 
sentons dans cette hypothèse leurs équations par 


(36) Ax?+-A’"y°+A "20 Byz+B'xz+B'xy+Cx+Cy+C'zLtE=o, 
(37) ax°+ ay + az + byz+L'xz + b'xy + ex + cr +c'zHe —0o. 
Il devra exister alors, entre les coefficiens , certaines relations 
provenant de ce que les deux surfaces ont une courbe com- 


mune située dans le plan XY; en effet, si l’on pose z — 0, il 
faudra que les deux équations 


Ag Æ Apt + B'xy + Cr + Cy + E 
ax + ay + b'xy + cx + d'y + e = 0, 
soient identiques, et par conséquent les coefliciens de l’une 


ne devront différer de ceux de l’autre , que par un certain fac- 
teur commun À; ainsi on aura nécessairemeut les conditions 


| 


0; 


(38) À — aa, À = ax, B'— bla, G— ca, C'— ca, Een. 


Cela posé, pour obtenir l'intersection complète des deux 
surfaces (36) et (37), combinons leurs équations, en multi- 
pliant la seconde par à et la retranchant de la première; il 
restera en ayant égard aux relations (38), 


(39) (A"—a"2)2°+(B—Da}yz(B/—0'a)23 4 (C'—0"2)z—0 . 


Cette équation représente une nouvelle surface qui contient 
encore tous les points communs aux proposées, et qui, com- 
binée avec l’une d’elles , fera connaître les diverses branches 


(*) Cette démonstration, remarquable par sa simplicité et sa rigueur, est 
due à M. Binet, ainsi que la remarque du n° 200. 
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de l'intersection cherchée. Or, l'équation (39) se décompose 
en ces deux-ci 


30, 
(40) (A"—a"2) z + (B—0ba)y +(B' —0'àa)x +(C— ca) = 0, 


dont la première fera retomber sur la courbe d’entrée , et la 
seconde , qui représente évidemment un plan, ne pourra 
donner par sa combinaison avec (36) qu’une courbe de sortie 
plane. 

207. Toutefois, il peut arriver que cette seconde section 
n’existe pas ; car si les coefficiens des trois variables dans l’é- 
quation (40) étaient nuls ensemble, ce plan se trouverait tout 
entier à une distance infinie , et l’on rentrerait dans le cas du 
n° 203, puisque les surfaces satisferaient évidemment aux 
conditions de Ja similitude. D’ailleurs, sans admettre ces 
hypothèses très particulières, s’il arrive que le plan (40) 
ne rencontre pas la surface (36), la courbe de sortie sera 
imaginaire; mais toutes les fois qu’elle existera, elle sera 
plane. 

208. Il est un cas particulier qui offre une circonstance re- 
marquable ; c’est celui où l’équation (40) se réduirait d’elle- 
même à 

(A"— a'1)z—0 ou z—=0, 


ce qui ferait coincider la courbe de sortie avec la courbe d’en- 
trée. Alors il ne faut pas croire que les deux surfaces proposées 
se coupent suivant une seule branche plane, comme cela arri- 
vait dans le cas de la similitude (n° 203); mais à cause des 
deux racines égales qu’admet l’équation (39) réduite ici à 
z°— 0, on doitdire qu’il y a deux branches d’intersection réunies 
ensemble, et qu’ainsi les surfaces sont tangentes entre elles 
tout le long de cette courbe commune. Dans ce cas , les deux 
surfaces sont dites circonscrites l’une à l’autre le long de la 
courbe située dans le plan XY, comme un cylindre ou un cône 
est circonscrit à une sphère le long d’un cercle. 

209. Observons enfin que quand deux surfaces quelconques 
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du second ordre ont un plan principal de commun, quelle 
que soit d’ailleurs la position des axes principaux, la ligne 


d’intersection est toujours projetée sur ce plan principal suivant 
une courbe du second degré. 


En effet, si l’on conçoit les deux surfaces rapportées à trois 
plans coordonnés rectangulaires, dont un, par exemple, Île 
plan XZ, coincide avec le plan principal qui est commun 
aux deux surfaces, leurs équations ne devront alors ren- 


fermer (n° 101) aucune pissance impaire de la variable y, et 
seront de la forme 


- Az? + A'y2 JL Az’ Be LOSC NE 
ax° + à'y° + az + V'xz + cx + c'z +e 


0, 


Il | 


9% 


de sorte que si on les retranche, après les avoir multipliées 
respectivement par a’ et À’, la coordonnée y se trouvera éli- 


mince, et il restera une équation du second degré pour la 
projection de l'intersection sur le plan XZ. 


Cette remarque peut servir dans l’épure relative à l’inter- 
section de deux surfaces de révolution dont les axes se rencon- 
trent; puisque alors tout plan méridien est nécessairement un 


plan principal, et que celui qui passe par les deux axes est évi- 
demmient commun aux deux surfaces proposées. 
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Des Sections circulaires dans les surfaces du second 
ordre. 


210. Il s’agit d'examiner si toutes les surfaces du second 
ordre peuvent être coupées suivant des cercles, par des plans 
convenablement inclinés ; et comme, dans ces surfaces, les 
sections parallèles entre elles sont toujours semblables , il suf- 
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fira de chercher parmi tous les plans menés par un même 
point, le centre ou le sommet, quels sont ceux qui donnent 
des sections circulaires. 


211. Les surfaces douées d’un centre sont représentées par 
l’équation générale | 


(1) Pr? + P'y + Pre = + H, 


où nous supposerons toujours que H a été rendu positif, et 
qu’il existe entre les coefficiens des variables, les relations de 
grandeur 


(a) rie Près Php 


Lorsque ces relations qui n’excluent pas l'égalité ; et où nous 
tenons compte des signes de P, P', P", ne seront pas vérifiées 
par l'équation donnée, il suffira d’y remplacer x par y ou 
par z, pour retomber sur l’hypothèse actuelle: et comme 
d’ailleurs un , au moins, de ces coefficiens doit être positif, ce 
sera P qui remplira toujours cette condition; de sorte que les 
longueurs absolues des axes ou diamètres principaux, seront 
données par les équations 


E H H 
De ra 2 EUR MER Sen Vofe FR 
(3) D æ, p = +6”, pm =+c 


212. Cela posé, si nous menons par le centre, qui est ici 
l’origine des coordonnées, un plan quelconque, et que nous 
voulions obtenir la section même, et non pas seulement sa 


projection, il faudra recourir aux formules établies n° 85, 
savoir , 


x = x cos ® + y’ cos 8.sin ?, 
J = x’ sin @ — y’ cos 6.cos ®, 
2"== 7 Sin, 


où les coordonnées x’, y’, sont parallèles aux deux axes rec- 
tangulaires OX’, OY', situés dans le plan sécant (fig. 15), et 
dans lesquelles 6 désigne l’inclinaison de ce plan sécant sur le 
plan XY, et l'angle que forme sa trace avec l’axe OX. En 
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substituant donc dans (1), et supprimant les accens , il 
vient 


(4)  P cos’? |x?+2P cospsinpcoss [x 7+4-P cos’bsin’g| r°—=H. 
+ Psin*® | —2P'cospsingcos8 |  +P’cos’8 cos’? 
+-P'sin’o 
Pour que cette équation en coordonnées rectangulaires repré- 
sente un cercle, il faut et il suffit que le rectangle des va- 


riables disparaisse, et que les carrés aient des coefficiens 
égaux ; on doit donc satisfaire aux conditions 


(5) (P —P”) sing cos @ cos 8 — 0, 
(6) P cos*® + P'sin°g—cos’6(P sing + P'cos’®) + P’sin*8. 
Or, comme P et P’ sont en général inégaux, on ne peut véri- 
fier la première que de trois manières, 
SIN = 0, cos pg — 0, ou cos Ÿ — 0. 

L'hypothèse sin @ — o, réduit l'équation (6) à 
P° + P'tang’ 0 

E + tang* 0 ” 
d’où l’on déduira la valeur de tang 0, que nous emploierons. 
de préférence au sinus, parce que les résultats seront plus 
symétriques et plus simples à discuter : puis, en opérant de 
même pour les deux autres hypothèses, on obtiendra les 
trois systèmes de valeurs qui suivent : 


P = P'cos*0 + P"sin°ô — 


PP 
sing — o avec ang 8 = + + D P? (7) 


WAP 
er Ver p'’ ? (8) 


P'— P 
cos 0 — 0... . tang? = + po pi (9) 


] 


Cos® —= 0 . . . . tang 6 


Dans le premier système , le plan sécant passerait par l’axe OX; 
dans le second , qui se déduit du premier en changeant Pen 
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P’, le plan passe par OY; et enfin il passe par: OZ dans le 
troisième système, qui se déduit du second, en y changeant 
P'en P”. 

Si, d’ailleurs, nous négligeons, dans l'équation (5), la 
solution fournie par l’hypothèse particulière P — P° = 0, 
c’est qu’elle conduirait évidemment dans (6) au même ré- 
sultat que les formules (7) et (8) quand on y pose P = P’. 

213. Maintenant, la discussion des valeurs obtenues pour 
les angles # et o devient bien facile par les conditions (2) ad- 
mises précedemment; car on voit de suite que les formules 
(7) et (9) sont nécessairement imaginaires, quand P, P', P', 
sont inégaux ; et qu’elles ne donnent rien de plus que les for- 
mules (8), lorsque quelques-uns de ces coefficiens sont égaux 
entre eux. IL ne reste donc, pour déterminer un plan sécant 
propre à donner des sections circulaires, que les valeurs 


P'— P 
cos ® —= 0, tang 8 = + WE F'; (8) 


lesquelles montrent que ce plan doit passer par l'axe OY, et 
qu'il peut avoir deux positions symétriques, représentées 
var la double équation 


2 = x tango = + & VER : (10) 


mais il importe d’examiner quel est, dans chaque surface 
douée d’un centre, celui des diamètres principaux qui coïn- 
cide avec l’axe OY par lequel doit passer le plan sécant. 

214. Ezrrpsoïipe. Ici les trois coefficiens P, P’, P”, sont tous 
positifs, et la condition admise 


P > P >P" revient à a << b < c; 
de sorte que le diamètre principal 20 qui coïncide avec OY, 
est l’axe moyen de l’ellipsoïde ; d’ailleurs l’inclinaison du plan 
sécant devient 


ang = + VV 
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quantité facile à construire ; maîs il vaudra mieux déterminer 
graphiquement la trace du plan sécant sur l’ellipse qui a pour 
axes 24 et 20, en prenant simplement dans cette courbe un 
diamètre qui soit égal à 20. 

215. Lorsque l’ellipsoide est de révolution, on ne peut ad- 
mettre: d’après la relation (2), que les égalités suivantes : 


"æ FUN UUL MI Es De 
ou bien 58 Phi 0 OU: D Sr 


il 1] 


dans l’une et l’autre hypothèse, les deux valeurs de 8 se ré- 
duiserit à une seule, 8— o ou 8 — 90°, ce qui annonce que le 
plan sécant n’est plus susceptible que d’une position unique, 
dans laquelle il passe par les deux axes égaux. 

216. Enfin, si l’on avait P — P’= P”, la formule (8) don- 
nerait pour Ü une valeur indéterminée ; et en outre il en serait 
de même de l’angle 9, car alors les équations (5) et (6) se trou- 
vent vérifiées identiquement. Dans ce cas, tout plan sécant 
quelconque donnera donc une section circulaire ; et en effet, 
la surface (1) devient alors une sphère. 


219. HYPERBOLOÏDE 4 une nappe. Pour cette surface , un seul 
des coefliciens est négatif, et ce doit être P" d’après la rela- 
tion (2); d’ailleurs cette même relation, combinée avec les 
équations (3), entraîne la condition a <! 0, sans rien faire 
connaître sur la grandeur absolue de c. D’où il résulte que le 
diamètre principal 20 par lequel passe le plan sécant qui donne 
des sections circulaires, se trouve ici le plus grand des deux 
axes réels ; mais il peut être plus grand ou plus petit que 2c. La 
position du plan sécant se déterminera graphiquement comme 
au n° 214. 

218. Pour rendre l’hyperboloïde à une nappe de révolution, 
il faut admettre que les deux coefficiens de même signe, Pet P’, 
sont égaux ; et alors la formule (8) donnant Û — 0, montre 
que le plan sécant n’admet plus qu’une direction unique, où 
il passe par les deux axes égaux. 


219. HYPERBOLOÏDE à deux nappes. Ici il faut supposer né- 
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gatif deux des coefliciens, et ce sont nécessairement Pet P”, 
d’après la relation (2). Cette relation donne aussi 


Le H Mis 
Nr PTT ES d’où bio 


sans qu’ilen résulte aucune condition sur la grandeur du seul 
axe réel 24; par conséquent le diamètre principal 20 par le- 
quel passe le plan sécant, est ici Ze plus grand des deux axes 
imaginaires. 


A la vérité, le plan sécant déterminé par la formule (6), et 
mené par le centre de l’hyperboloïde actuel, ne donnerait 
qu'un cercle 2maginaire, puisque l’équation (4) deviendrait 
ici 

— Pr — Py=H: 


cela tient à ce que le plan sécant'se trouve placé dans l’inter- 
valle qui sépare les deux nappes de l’hyperboloïde ; mais en 
menant un parallèle à celui-là, et assez éloigné du centre, on 
obtiendrait une section réelle et circulaire, puisqu'elle satis- 
ferait, du moins analytiquement, aux conditions de la simi- 
litude avec la première section. 

220. Ici, il ne peut y avoir égalité qu’entre les deux coeffi- 
ciens négatifs P'et P"; et comme cette hypothèse introduite 
dans la formule (8), donne 8 — 90° , il s'ensuit que le plan 
sécant n’est plus susceptible que d’une direction unique, dans 
laquelle il passe par les deux axes imaginaires D et c qui sont 
égaux. La surface est alors de révolution autour de l’axe réel 
a; et la grandeur de celui-ci, ou de P , ne modifie jamais les 
conséquences précédentes. 

221. Il résulte de cette discussion que, pour les surfaces 
douées d’un centre, il n’y a que deux directions dans les- 
quelles un plan sécant mené par le centre puisse couper la 
surface suivant un cercle. Ces deux directions sont perpendi- 
culaires à un méme plan principal; et tous les plans paral- 
lèles à l’une ou à l’autre de ces directions fournissent deux 
séries de sections circulaires, dont les centres sont sur deux 
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diamètres qui, d’après le n° 193, se trouvent nécessairement 
dans le plan principal dont nous venons de parler. 

Dans l’ellipsoïide, ces plans sécans passent toujours par 
l'axe moyen, ou lui sont parallèles. 

Dans l’hyperboloïde à une nappe, ils passent toujours par 
le plus grand des deux axes réels, ou bien lui sont parallèles. 

Dans l’hyperboloïde à deux nappes, ces plans sécans sont 
tous parallèles au plus grand des deux axes imaginaires. 

Enfin, les deux séries de sections circulaires se réduisent à 
une seule, quand la surface est de révolution. 

222. Les conséquences et les formules trouvées n° 213, 
s'appliquent à un cône quelconque du deuxième degré, 
puisqu'il suffirait, pour obtenir cette surface, de poser H—0o 
dans l'équation (x), et que les valeurs de 6 et de @ sont indé- 
pendantes de H. C’est pour cela que, dans un cône oblique 

Fic. 26, à base circulaire EBD, il existe, outre les sections parallèles 
à la base, d’autres sections nommées anti-parallèles, qui 
sont également circulaires, comme on le démontre en Géo- 
métrie (*) ; il est facile alors de retrouver graphiquement 
les plans principaux et la direction des axes de ce cône, 
quoique les longueurs de ces axes soient nulles (138). En 
effet, la droite OT, sur laquelle sont les centres d’une série de 
sections circulaires, est un diamètre de la surface qui, d’après 
le n° 221, doit se trouver dans un plan principal perpendi- 
culaire au cercle DE; donc ce plan principal s’obtiendra en 
le faisant passer par OI et par la perpendiculaire OP abaissée 
sur la base. Cela posé, le plan principal POI coupe le cône 
suivant deux arètes OD, CE, et la droite OA, qui divise en 
deux parties égales l’angle de ces arètes, est nécessairement 
un des axes principaux de la surface ; d’où il suit que le plan 
OAB, mené à angle droit sur POI, est le second plan princi- 
pal, et le troisième devra être mené par le centre O perpen- 
diculairement aux deux premiers. D'ailleurs, les intersections 


(*) Voyez la Géométrie descriptive, n° 732. 
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de ces trois plans fourniront les axes principaux de la surface 
conique. | 

223. Examinons maintenant s’il existe des sections circu- 
laires dans les paraboloïdes, représentés l’un et l’autre par 
l'équation 

(x1) PI + ps = pp'x, 

pourvu qu’on y suppose p” négatif quand il s’agira du parabo- 
loïde hyperbolique. Si nous menons le plan sécant par l’ori- 
gine des coordonnées, qui est ici le sommet de la surface, 
la section rapportée à des axes rectangulaires situés dans son 


plan , sera donnée par la substitution, dans l’équation (11), 
des formules déjà employées, 


TL 


+ 


z — ÿ’sin6, 


x'cosg + y’cosésing, 


z' sing — y'cosôcos?, 


et il viendra 
(12) p'sin°@.x®—2p'sinpcospcosé, x y+4(p'cos’êcos’g+-psin’6)y? 
+ Sx+Ty — 0. 

Pour que cette équation représente un cercle, on sait qu’elle 
doit satisfaire aux deux conditions 

(13) _ p'singcos®@cosi = 0, 

(14) p'sin*@ = p'cos’8 cos’® + p sin° 0. 
Or, la première serait vérifiée par l'hypothèse sing—o ; mais 
cette valeur doit être rejetée, parce qu’en rendant égaux les 
coefficiens de x°et de 7° dans l’équation (12) , elles les ré- 


duirait à zéro , et lasection ne serait plus un cercle. Il reste 
donc les deux systèmes de valeurs suivantes, 


(15) cos — o avec sind = + VE 


VE. 
F 


H 


(16) co5Ë = 0 .,..,. sn — 
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224. Cela posé, dans le paraboloïde elliptique, p et p' 
sont de même signe ; ainsi les systèmes (15) et (16) sont tous 
deux réels; mais comme il faut de plus qu’un sinus-soit 
moindre que l’unité, un seul de ces systèmes sera admissible: 
Si donc on a p>p', on devra adopter cos @ = 0, et le plan 


sécant passera par l’axe OY; il pourra d’ailleurs recevoir : 
deux directions représentées par 


TU 

P ET P' y 

et par conséquent tous les plans parallèles à l’une ou à l’autre 

de ces directions fourniront deux séries de sections circulaires. 
Si, au contraire, p° >p, il faudra adopter cos ê —0o; de 


sorte que le plan sécant passera par l’axe OZ, et sera suscep- . 
tible de deux directions 


7 * 


| 
8 
H 
à 


pal fans HDi Lee 


auxquelles correspondront encore deux séries de sections cir- 
culaires produites par des plans parallèles à ceux que repré- 
sente cette équation. 

On doit remarquer que, dans tous les cas, les plans des 
cercles seront perpendiculaires à la parabole principale, dont 
le paramètre est Ze plus petit. 

225. Dans le cas particulier où p—p', le paraboloïde 
elliptique est de révolution, et les deux systèmes (15) et (16) 
s'accordent à donner 


— 90° avec 8 — 90° 


ainsi iln’y a plus alors qu’ une seule série de sections circu- 
laires, dont les plans sont tous perpendiculaires à l’axe de 
révolution OX. 

226. Quant au paraboloïde hyperbolique, le coefficient p 
est négatif: ainsi les deux systèmes (15) et (16) étant l’un et 
l'autre imaginaires, ceite surface ne peut étre coupée suivant 
un cercle par aucun plan; et lon pouvait prévoir cette con- 
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séquence, en se rappelant (n° 163), que dans ce paraboloïde, 
les sections planes ne sont jamais des courbes fermées. 
Toutefois, on pourrait regarder comme un cercle d'un rayon 
infini, la section rectiligne fournie par l'hypothèse g — 0, que 
nous avons exclue de l'équation (13); car alors l'équation (14) 


donne 
# 
tang 8 = + (/ P., 
P 


valeur qui sera réelle quand p' sera négatif, et qui réduit 
l’équation (12) au premier degré. 


227. Les deux séries de sections circulaires qui existent 
dans toute surface du second ordre, à l’exception du para- 
boloïde hyperbolique, présentent entre elles une relation 
bien remarquable (*; c’est que deux cercles quelconques, 
appartenant à des séries différentes, sont (oujours situés sur 
une méme sphère. Soient en effet, AE et B'E” deux cercles 
non parallèles, qui devant se trouver (n° 221) perpendicu- 
laires à un même plan principal , peuvent être représentés 
simplement par leurs projections sur ce plan. En élevant par 
le centre I une perpendiculaire IC au cerele AE, et cherchant 
sur cette droite un point GC également éloigné de E’et de E, 
on aura le centre d’une sphère qui passera par la circonfé- 
rence AË et par le point E”. Cela posé, cette sphère ayant 
avec la surface du second degré une courbe plane AE de 
commune, ne pourra la couper de nouveau (n° 206) que 
suivant une courbe plane passant par E’, et qui sera nécessai- 
rement un cercle, puisqu'elle se trouvera aussi sur la sphère. 
Cette courbe de sortie devra donc coïncider avec une des 
deux sections circulaires E’B’, E’A’, qui seules peuvent passer 
par E” sur la surface du second ordre; mais il faut évidem- 
ment rejeter la circonférence E’A” parallèle à EA, parce que, 
dans une sphère, deux cercles parallèles auraient toujours 
leur centres sur un même diamètre perpendiculaire à leurs 


{*) Ceute proposition est due à M. Hachette. 
[O 


Frc. 20: 
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plans, et qu'ici le diamètre TOI’ étant conjugué avec les 
cordes AE, AE", ne saurait les couper à angle droit, à moins 
que la surface ne soit de révolution, auquel cas les cercles 
A'E et B'E’ coïncident l’un avec l’autre. Il est donc certain 
que la circonférence BE” sera toujours la courbe de sortie , et 
qu’ainsi elle est située sur une même sphère avec le cercle AE. 
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CHAPITRE XI. 


Des plans diamétraux conjugués obliques. 


228. Dans les surfaces douées d’un centre, et qui, rappor- 
tées à leurs plans principaux, sont représentées par 


(tr) Pr? + P'y2 + P2 —H, 


nous avons remarqué que ces plans rectangulaires étaient 
conjugués entre eux, c’est-à-dire que chacun coupait en deux 
parties égales les cordes qui sont parallèles à l'intersection 
des deux autres; mais comme il existe (n° 106) une infinité 
de plans diamétraux obliques à leurs cordes , on doit prévoir 
que, parmi tous ces plans, il y en aura qui, pris trois à 
trois, formeront aussi un système de plans conjugués. Pour 


Fe. 30. les obtenir, je mène par le point O un plan diamétral 


= 


(2) Rx + Sy + Tz = 0, 6 


de direction arbitraire, pourvu qu'il coupe la surface suivant 
une courbe à centre ABD. Je cherche le diamètre O7” qui est 
conjugué avec ce plan, et pour cela j'identifie l’équation (2) 
avec celle d’un plan diamétral 

do d® , d® 


Pda AR MEN A 
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c'est-à-dire ici 
(3) mPx + nl'y + P'z = 0, 
ce qu me donne les relations 


mP Lt) 4 LE P” 
PRE PISTE EN 


d’où je tirerai pour "2 et n des valeurs qui détermineront le 
diamètre OZ” par les équations 


(4) TXT = MZ, ÿ —= nz. 


Cela posé, les plans qui seront conjugués avec ABD devront 
évidemment passer, d’après leur définition, par la ligne O7, 
et ils couperont le plan ABD suivant deux droites inconnues 
OX’, OY”, telles que si je les prends avec OZ” pour axes 
coordonnés obliques, l'équation de la surface ne renfermera 
que des puissances paires des trois variables (n° 102), et se 
présentera sous la forme 


(5) Ax® + AY + Az = K; 
mais si alors on posait z°— 0, le résultat 
Ax® + Ay® = K 


serait l'équation de la section ABD rapportée aux axes incon- 
nus OX’, OY’. Or, par sa forme elle prouve que ces axes 
doivent être deux diamètres conjugués quelconques de la 
courbe ARD ; d’où il suit qu’en traçant à volonté deux dia- 
mètres de ce genre, on déterminera trois plans X'OY”, X'07, 
Y'OZ', qui seront conjugués dans la surface. Le nombre des 
systèmes qui auront de communs le diamètre OZ” et le plan 
ABD sera infini, et les mêmes conséquences se reproduiront 
pour les diverses positions que l'on voudra donner à ce pre- 
mier plan. 

229. On doit observer, 1°. que quand le plan diamétral 
ABD sera perpendiculaire à un des plans principaux de la 
surface, le diamètre conjugué OZ’ sera nécessairement dans 

10. 
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ce plan principal; cela résulte évidemment de la forme que 
prennent alors les équations (3) et (4); 2°. qu’en laissant 
quelconque la direction du plan ABD, les deux autres plans 
conjugués avec lui pourront passer par les axes principaux de 
cette section, et alors parmi Îles trois diamètres conjugués 
OX", OY", OZ’, les deux premiers seulement seront perpen- 
diculaires entre eux ; 3°. si l’on choisit pour le plan ABD une 
des trois sections principales de la surface, le diamètre cor- 
respondant OZ” deviendra nécessairement un axe principal, 
et les deux angles Z'OX’, Z'OY" seront droits, tandis que le 
troisième, X’OY”, pourra être quelconque. Mais on peut af- 
firmer que jamais les trois diamètres ne seront à la fois per- 
pendiculaires, chacun sur les deux autres, qu’autant qu’ils 
coïncideront avec le système des axes principaux, lequel est 
unique (n° 118) tant que la surface n’est pas de révolution. 

230. Dans l’hyperboloïde à une nappe, le premier plan 
diamétral ABD pourrait se trouver dirigé parallèlement aux 
sections paraboliques, et alors la courbe ABD se réduirait à 
deux droites; mais un pareil plan ne pourrait servir à for- 
mer un système de plans conjugués, car le diamètre O7”, 
qui lui correspondrait, serait (n° 194) situé lui-même dans 
le plan sécant ABD. 

Quant à l’hyperboloïde à deux nappes, le plan ABD mené 
par le centre pourrait donner une section imaginaire; mais 
alors 1l suflirait évidemment de prendre OX” et OY” parallèles 
à deux diamètres conjugués d’une section réelle, faite par 
un plan parallèle à ABD ; car en posant dans l’équation (5), 
z'— h au lieu de z'— 0, les mêmes raisonnemens sont appli- 
cables. 

231. D’après les relations trouvées n° 228 et 229, entre 
trois diamètres conjugués, on peut facilement étendre aux 
surfaces du second ordre les propriétés connues dont jouissent 
les carrés et les parallélograimmes construits sur les diamètres 
conjugués des courbes de cet ordre. 

Soient OX, OY, OZ, les directions des axes principaux a, 
b, c d’une surface du second degré, ces axes pouvant être 
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tous réels, ou quelques-uns imaginaires ; la surface sera re- 
présentée par l’équation 


2 2 2 
TEE ARE 


F Dr CG NET at à 


) 


et aussi par 
/a a fa 
x J z 
re pe $— = 1, 


a c'2 


sion la rapporte à trois diamètres conjugués quelconques, 
OX ATEN RE ER OUEST e 


Cela posé (*), si nous substituons à ce système les trois dia- 
mètres 


OX"= 4", OY"—b", OZ = €, 


dont les deux premiers soient conjugués entre eux dans Île 
plan X’OŸ’, et dont l’un, a”, soit l’intersection de ce plan 
avec XOY, nous obtiendrons un second système de trois 
diamètres coniugués dans la surface (n° 228); mais les dia- 
mètres a’ et D’, a” et b", appartenant à la même courbe, 
savoir ,-la section de la surface par le plan X’OY”, auront 
entre eux la relation connue 


(6) ad + Dr = à + be, 


et l’on doit remarquer que le plan Y”OZ” contiendra (n° 220) 
l’axe OZ , puisque Île diamètre OX" est dans le plan principal 
XOY. Maintenant, nous continuerons d’avoir trois droites 
conjuguées, si, en gardant OX” — a”, nous remplaçons les 
autres D" et c’, par deux nouveaux diamètres conjugués 
situés dans le même plan Z'OY”, et dont l’un OY”— £" soit 
l'intersection de ce plan avec XOY; mais alors a" et D” se 
trouvant tous deux dans le plan principal XOY, le conjugué 
de D” devra (n° 229) coïncider avec l’axe principal OZ = c; 


(*) Cette démonstration est de M, J. Binet. (Voyez Correspondance sur 
l'Ecole Polytechnique, vol. IT, page 59.) 
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de sorte que ce troisième système 
ONE RO PONT ENS A OAI 


ayant avec le précédent un diamètre commun, donnera, 
entre les autres qui appartiennent à la même courbe, dans le 


plan Z'OY” ou ZOY”, la relation 
(7) br: EE EE PET CR 


Enfin, si nous comparons Le troisième système avec celui des 
axes principaux, 


GX Es A RON EPA ATEN Ce 


il y aura un diamètre commun, et les autres se trouvant 
conjugués deux à deux dans la section faite par le plan XOY, 
fourniront la relation 


(8) Lara D ee GA up 


de sorte qu’en ajoutant membre à membre les équations (6), 


(7) et (8), il viendra | 
(9) a? + be + ct = @ + db + «, 


résultat qui démontre que dans une surface du second ordre, 
la somme des carrés de trois diamètres conjugués quelconques, 
est constante, et égale à la somme des carrés des trois axes 
principaux. Toutefois, quand un ou deux des axes seront 
imaginaires , il y aura évidemment, parmi les trois diamètres 
conjugués, un même nombre de diamètres qui seront ima- 
ginaires , et il faudra changer le signe du carré de ces axes et 
de ces diamètres dans l’équation (9). 

232. On peut démontrer, par les mêmes considérations, 
que le volume du parallélépipède construit sur trois diamètres 
conjugués, est égal au volume de celui qui serait construit sur 
Les trois axes principaux. Employons en effet la même succes- 
sion de diamètres que ci-dessus, et en désignant chaque pa- 
rallélépipède par ses trois arètes , nous aurons d’abord 


vol. (a, b’,c’) — vol, (a", b", c’); 
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car ces deux corps ont la même hauteur, et des basés équiva- 
lentes , qui sont les parallélogrammies construits sur les deux 
systèmes de diamètres coujugués a’ et D’, a” et b”, lesquels 
appartiennent à la même courbe située dans le plan X’OY’. 
Par des raisons semblables, on trouvera que 


vpE (a 6 cc) vole (at br cRENol Ta; c)e 
d’où l’on conclura 
VOL. (a, OYET EE Woletanure) 


On verra, au chapitre des plans tangens, que les parallélépi- 
pèdes ainsi formés sont tous circonscrits à la surface du second 
ordre. 

233. Quant aux surfaces dépourvues de centre , et comprises 
dans l’équation à coordonnées rectangulaires, 


Go) pr + p# = ppr, 
la formule générale du plan diamétral devenant ici 
(11) 2p'ny + 2pz = ppm, 


montre que tous les plans de ce genre sont parallèles à l’axe 
OX ; et par suite leurs intersections mutuelles, que l’on 
nomme les diamètres de la surface , étant des droites paral- 
lèles entre elles, ne peuvent servir à former un système d’axes 
coordonnés : ou bien, trois plans diamétraux choisis comme 
on voudra, ne peuvent jamais étre conjugués entre eux (n° 102). 
Mais si l’on veut trouver trois plans coordonnés obliques 
analogues à ceux de l’équation (10), c’est-à-dire dont deux 
soient diamétraux , et tels que chacun de ceux-ci soit conjugué 
avec les cordes parallèles à l’intersection des deux autres, 
on se donnera à volonté un premier plan diamétral de la 
< 


(12) Ry + Sz = T, 


forme 


lequel coupera nécessairement la surface suivant une para- 
bole AO'B ; puis, eu identifiant les équations (11) et (12), on 


Fic. 31. 
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calculera les constantes m7 et n qui déterminent la direction. 
des cordes conjuguées avec AO'B. Cela posé, en menant par 
un point arbitraire O’ un axe O'’Z”parallèle à ces cordes, les 
deux autres plans cherchés devront passer par O’Z" et couper 
le plan AO/B suivant deux lignes inconnues O’X’, O'Y’, telles 
que l’équation de la surface rapportée à ces axes, ne renferme 
pas de puissances impaires de y ni de z, ou bien qu’elle ait la 
forme R 
P'y Pr 0x": 

or, si l’on y pose z° — o, on trouve pour la courbe AO'B, 

Pyt = Qr 


équation dont la forme prouve que les deux axes inconnus 
OX"et OY’ doivent être formés par un diamètre de la para- 
bole AO'B, et par la tangente correspondante. Par là, la posi- 
ton du second plan diamétral Z'O'X' est déterminée, ainsi 
que celle du troisième plan coordonné Z'O'Y’; mais comme 
le point 0’ avait été choisi arbitrairement sur la parabole AO'B, 
il y aura une infinité de systèmes qui auront de commun le 
plan de cette courbe. On peut d'ailleurs reconnaître que le 
plan non diamétral Z'O'Y' est tangent à la surface, puisqu'il 
passe par deux tangentes. (7’oyez chap. XIII.) 


# 
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CHAPITRE XIL. 


Discussion immédiate d'une équation numérique du 
second degré. 
à 
234. Nous nous proposons ici d'établir des caractères qui, 
sans recourir à la transformation des coordonnées, puissent 
faire distinguer le genre et la forme particulière d’une surface 
du second ordre, représentée par une équation en coordon- 
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nées rectangulaires ou obliques , dont les coefliciens sont des 
nombres connus et réels. Soit cette équation 
ile 
(1) Ax? + Ay? H Az L 2Byz + 2B'z2x + 2B'xy | Fan 
+ 2Cr + 20 y + 20'z +E PA A 


avant tout, il faudra chercher, d’après la marche indiquée 
au n° 05, si la surface admet un centre, et calculer les coor- 
données de ce point. On égalera donc à zéro les trois dérivées 

du premier membre de l’équation (1), en posant 

P q Ab à 

(2) Az, + Bz + Br + GC = 0, 
É (3) ÀA'y, + Bz, + B'x, + C 
, (4) Az, + By, + B'x, + C" = 0; 
d’où l’on déduira pour les coordonnées du centre, 


N NN N” 
Fri) JE D CR TIT 


Ï 


TX 


valeurs dans lesquelles 


D — AB° + A'B? -£ A°B'"? — AA'A" — 2BB'B/, 


\ 


et où les numérateurs auraient une forme que nous avons citée 
au n° 95, mais qui n’est pas utile à rappeler ici, parce qu’il 
sera toujours plus simple, dans chaque exemple donné, de 
résoudre directement les équations numériques (2), (3), (4), 
que de recourir à des formules littérales où l’on rencontre 
quelquefois des indéterminations qui ne sont qu’apparentes. 
Cela posé, comme les coordonnées du centre peuvent être 
toutes finies et déterminées, ou bien quelques-unes se trouver 

‘ infinies ou indéterminées, nous partagerons la discussion en 
deux cas principaux. 

ae 


235. Dans ce cas, la surface (1) admet un centre unique ; et 
si l’on y transporte les axes parallèlement à eux-mêmes, son 


PREMIER CAS : O. 
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équation deviendra 


(5) Ax° + A'y° + Az L 2Byz + 2B'zr + 2B'xy =H, 


où nous savons (n° 95) que tous les coefficiens sont les mêmes 
que dans (1), excepté le terme constant H qui, passé dans le 
second membre, aurait pour valeur 


Fe M LAS ue + AfyE + Az? 2By,z,+o2B'zx, +2B'x, y, 
+ 2Cx,+ 207, + 20/2, + E. 


Mais cette expression peut être beaucoup réduite, en vertu 
des équations (2), (3) et (4); car si l’on multiplie ces dernières 
respectivement par æi, Yi Z, €t qu'on les ajoute à la valeur 
de H, celle-ci deviendra 


AR QU UT PARUS, 


expression facile à calculer quand on connaîtra Les valeurs nu- 
mériques des coordonnées x, , ÿ,, z.. D'ailleurs, pour abréger 
la discussion , nous admettrons toujours dans ce qui va suivre, 
qu'on a eu soin de rendre positif dans le second membre, le 
terme constant H. 

236. Cela posé, si la quantité H se trouve nulle, la surface 
proposée est un cône ou un point unique. En effet, si nous 
combinions l’équation (5) privée de second membre; avec celle 
d’un plan quelconque mené par l’origine , 


z = ax + Cy. 


il est bien clair , sans effectuer les calculs, que le résultat au- 
rait la forme homogène 


ay® + bxy + cx° —o, d’où TL =p ri gi 


Or, ces valeurs constantes prouvent que toutes les sections 
sont composées de deux droites passant toujours par l’origine ; 
ainsi la surface est bien uncône , lequel néanmoins se réduirait 
à un point uniquer — 0,ÿ= 0, 20, si le radical était cons- 
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tamment imaginaire , quels que fussent « et 6. Mais ce dernier 
cas se distinguera de suite, et sans calculer le radical qui pré- 
cède, en examinant si un plan tel que z — À , donne une sec- 
tion imaginaire. 

237. Lorsque le terme constant H ne sera pas nul, l’équa- 
tion (5) ne pourra représenter qu’un ellipsoide ou l’un des 
deux hyperboloïdes, surfaces qui diffèrent les unes des 
autres par le nombre des axes réels ou imaginaires qu’elles 
admettent. Nous allons donc chercher une relation entre 
ces axes et les coefficiens de l’équation (5), en supposant 
d’abord que /es coordonnées sont rectangulaires ; mais nous 
ferons voir ensuite que les règles obtenues ainsi s’appliquent 
également aux coordonnées obliques. 

Les axes d’une surface étant (n° 104) les intersections 
mutuelles des plans principaux , ne sont autre chose que Les 
trois cordes principales qui passent par le centre, et dont 
la direction est déterminée par les constantes m7 et nm em- 
ployées au n° 109. Ainsi, une quelconque de ces trois cordes 
sera représentée par les équations 


TX = mz, JS = nz, 


et en les combinant avec (5), on obtiendra pour le point de 
rencontre avec la surface proposée, 


H 
— Am + Ant + A" oBn + 2B'm + 2B'mn° 


2 


d’où il suit qu’en appelant R la longueur de cette demi-corde 
principale, réelle ou imaginaire, on aura pour le carré d’un 
quelconque des trois derni-axes de la surface, 


R = 2 + y + 2 = (m + n° + 1) 2, 
ou bien 


H(n° + n° + 1) 


Hi 5 Am: + An° + A" + 2Bn + 2B/m +o2B'mn 


Maintenant, les valeurs des constantes m et n, ainsi que celle 
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de l’inconnue auxiliaire s dont nous avons fait dépendre les 
premières, sont déterminées (n° 109) par les équations 


(G) Am+B + Br = ms, 
(8). An + B + PB'm—=ns, 
(9) A” + Bn + Bm —=s, 


lesquelles nous ont conduit par l’élimination de met n, à la 
suivante 


(10) s5— 52 (A4 A’ A") 5 (Ba AA + B:— AA"4 BA A") 
+ (AB? + AB" + AB"? — AA/A"— 2BB'B") — o. 


Mais si l’on ajoute les équations (7), (8) et (9), après avoir 
multiplié la première par m et la seconde par z, on trouve 
aussi 


at: Am + An + A" -L oBn + 2B'm + 2B'mn 
0, m+n Hi p 


résultat qui, comparé avec la formule (6), conduit à la rela- 
tion bien remarquable 
| H 
(ani dsyss R: 
On voit par là que les trois racines de l’équation (10) sont 
toujours 


SE Er Le “ sr M 
a? LEE T 2 
en désignant par a, b,c, les valeurs analytiques des trois 
demi-axes de la surface (5), c’est-à-dire les distances du centre 
aux points réels ou imaginaïres où cette surface rencontre ses 
trois diamètres principaux; de sorte que si l’on prenait la 
peine de résoudre l’équation (10), on pourrait calculer aisé- 
ment les longueurs des trois axes, et fixer ensuite leurs posi- 
tions au moyen des valeurs de #7 et nr qui correspondraient 
dans (7 et (8) à chaque racine des, Mais ; pour le but que nous 
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nous proposons ici, 1l suffit d'observer que l’expression analy- 
tique de chacun des demi-axes ne pouvant avoir que la forme 
æouæV/—1 , le carré R? n’aura que des valeurs réelles, et 
positives ou négatives ; d’où il résulte 1° que l’équation (10) a 
toujours ses trois racines réelles, ainsi que nous l’avions déjà 
reconnu au n° 117 et dans la note du n° 109; 2°. que chague 
racine positive indique l’existence d’un axe réel, et que chaque 
racine négalive correspond à un axe imaginaire, puisque 
nous avons admis que le terme H avait été rendu positif, 
Or, comme le nombre des racines positives ou négatives peut 
être fixé par la règle de Descartes, à l'inspection seule de l’é- 
quation (10), et sans la résoudre, nous déduirons de là les rè- 
gles pratiques qui suivent. 


“238. Avec les coefficiens numériques de l’équation (5) dans 
laquelle on aura soin préalablement de rendre positif le terme 
constant H passé dans le second membre, on formera immé- 
diatement l’équation (10), et l’on examinera quel est le nom- 
bre de variations et de permanences de signes que présentent 
ses différens termes : 

1°. Si l'équation (10) offre trois variations, toutes ses ra- 
cines sont certainement positives : donc alors la surface (5) 
admettra trois axes réels, et sera UN ELLIPSOÏDE. 

2°. Si l'équation (10) renferme deux variations et une per- 
manence, elle aura deux racines positives et une négative; 
d’où l’on conclura que la surface (5) admet alors deux axes 
réels et un axe imaginaïre : ainsi c’est un HYPERBOLOÏDE à une 


nappe. 


3°. Lorsque l’équation (10) offrira une variation et deux 
permanences , elle aura une racine positive et deux négatives ; 
par conséquent la surface (5) ayant alors un seul axe réel et 
deux imaginaires , sera un HYPERBOLOÏDE à deux nappes. 
4°. Enfin, quand l’équation (10) ne présentera que des per- 
manences de signes, toutes ses racines seront. négatives, et 
par suite les axes de la surface (5) seront tous 1rois imagi- 
‘naires ; d’où l’on conclura que cette surface est totalement 
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imaginaire , et que l’équation (5) est impossible, aussi bien 
que l’équation (1) donnée primitivement (*). 

239. Ces régles sont aussi applicables aux coordonnées 
obliques. En effet, concevons que la surfaceS à laquelle ap- 
partient l'équation (6) en coordonnées obliques, soit cons- 
truite ; puis, pour chaque point M (fig. 1) de cette surface, 
faisons tourner les deux coordonnées DC — y, CM — z,de 
manière à les rendre perpendiculaires entre elles et sur OD = x 
qui restera immobile ; par là le point M viendra occuper une 
autre position M” dont les coordonnées rectangulaires x”, y”, 
z' auront les mêmes grandeurs que x, y, z; or l’ensemble de 
tous ces nouveaux points M’ formera une seconde surface S'_ 
qui sera encore représentée évidemment par léquation (5) 
avec les mêmes coefliciens, mais en y remplaçant x, y, z par 
x’, J', 2, et je dis que cette surface S'’sera toujours du même 
genre que S. Car, si cette dernière était un ellipsoide, il est 
bien clair que S’ sera aussi une surface fermée de toutes 
parts : si S était un hyperboloïde à une nappe, S’ offrira pa- 
reillement une nappe unique et indéfinie : enfin, quand S 
présentera deux nappes séparées par un intervalle imaginaire 
depuis x — -- a jusqu’à x — — a, il en sera évidemment de 
même pour S’. Par conséquent, les règles du n° 238 appliquées 
directement à l’équation (5) en coordonnées obliques, suffi- 
ront encore pour assigner Le genre de la surface S' et par suite 
celui de S ; mais la position et la grandeur des axes de cette 
dernière, ne seront plus fournies par les équations (7), (8), 
(ro) et (11). 

240. Voici quelques exemples de ces discussions numéri- 
ques. Soit l’équation 


æ + 27° + 37z —2xy — 6x + 77 + 6 + 7—0; 


(*) Ce mode de discussion avait été indiqué d’abord par M. Petit; mais il 
parvenoit à la relation (11) en regardant les demi-axes comme les valeurs 
maximum où minimum des raÿOns vecteurs menés du centre, cé qui est peu 
satisfaisant pour l’axe moyen de l’ellipsoïde et pour les axes imaginaires des 
hyperboloïdes. 
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en égalant à zéro les trois dérivées, on trouve 


27 — 2 — 6 = 0, LUS ÈL, 
AY + 33 — 2x +7—o,} d’où MN = — 2, 
37 + 6 — 0, FN ON A 


Ces coordonnées du centre étant substituées dans la proposée, 
donnent H — 0; ainsi la surface rapportée à son centre de- 
vient 

x + 27°? + 3yz — 277 = 0, 
et elle ne peut être qu'un cône ou un point. Mais en posant 
z== k, on obtient 

x — 2xYÿ + 27° + 3ky = 0, 
d’où 

CD ENVIES ONNÉE SAT); 

cette section est une ellipse qui ne se réduit pas à un point, 
puisque les deux facteurs du radical sont inégaux ; donc la sur- 
face est un cône. Ici cette conséquence pouvait sé déduire de 
ce que l’équation est vérifiée par x = 0 et y — 0, ce qui 
montre que la surface admet une ligne réelle, savoir l’axe 


des z. 
2/1. Soit encore l’équation 


22745 432 Loyz—hzx —22y +2x+8y—62—13—0 ; 
les dérivées égalées à zéro, donnent 


nn 
IOY + 23 — 27 + 8 
Gz + 27 — 4x — 6 


WII 
ne 
" 
© 

Le 
S 

I I { 
| 


et le terme H — 10; de sorte que l’équation rapportée au 
centre, devient 

2x? + Dy? + 37° + 27z — Âzr — 227 Y = 10. 
Maintenant, si avec cette dernière on compose l’équation (ro), 


on trouvera 
s—- 105 + 255 — 9 = 0, 
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et puisqu'elle offre trois variations de signes, j’en conclus que 
la surface qui nous occupe est un ellipsoïde. 
242. Enfin, soit l'équation 


Vz HIT +HAY—-2z— 27 —32L2+axo; 


les trois dérivées égalées à zéro, donnent 


3 kY—1 —0,). LE LE 
ZT Mr: 2 hO» d’où LATE D 
T+tr —3—=o, CARS lemnde à ER 


et l’équation rapportée au centre devient, en supposant a po- 
sitif, | 

— fZ — 2x — XF = 4. 
Maintenant si,. pour former l’équation (10), on multiplie la 
précédente par 2, afin d'éviter les fractions, il viendra 


S — 35 + 2 —=0; 


ici, il manque un terme; mais si on le rétablit avec le coefh- 
cient Ho , on trouve toujours le même nombre de variations 
et de permanences (et il en doit être ainsi dans toute équation 
dont les racines sont réelles); d’où je conclus que la surface 
proposée est un hyperboloïde à une nappe. 

Ce serait l’autre hyperboloïde, si & était négatif, parce 
qu’alors il faudrait changer les signes des rectangles, pour 
rendre le second membre positif, conformément aux règles 
tracées dans le n° 238. 


DEUXIÈME CAS: D == o. 


243. Les surfaces qui remplissent cette condition sont dé— 
pourvues de centre, ou bien elles en admettent une infinité; 
ainsi elles ne peuvent être que des paraboloïdes, des cylindres 
paraboliques, des cylindres elliptiques ou hyperboliques, ou 
bien le système de deux plans parallèles. Cherchons donc 
des caractères propres à faire distinguer ces quatre genres les 
uns des autres, en partant de l'équation primitive (1) et des 
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équations du centre (2), (3), (4); et comme ies sections pa- 
rallèles aux plans coordonnés nous seront utiles à considérer, 
observons ici que la nature de ces sections sera toujours in- 
diquée par les signes des binomes 


DA AO Ce RAR AU CPR CAT TE" 


qui sont analogues à b°— {ac, dans les courbes du second 
degré. D'ailleurs , on doit prévoir que pour une même sur- 
face donnée, ces trois binomes se trouveront à la fois positifs 
ou à la fois négatifs, ce qui n’exciut pas l’hypothèse que 
tous ou quelques-uns soient nuls. 


244. Davs uN PARABOLOÏDE, il doit arriver qu’une, au moins, 
des coordonnées du centre soit infinie ; ainsi la résolution 
immédiate des équations (2), (3), (4), devra conduire à une 
impossibilité, telle que 5 — 0. IL semble même que les trois 
coordonnées devraient être toutes infinies; mais si l’on ob- 
serve que le paraboloïde n’est qu’une dégénération de l’ellip- 
soide ou de l’hyperboloïde, dans lesquels Les deux sections 
principales qui passent par un même axe réel se changeraient 
en paraboles, on sentira que le centre commun de ces deux 
courbes, en s’éloignant indéfiniment, n’a pas dû sortir de 
l’axe réel qui est devenu l’axe unique du paraboloïde. Or, si 
cette droite se trouve parallèle au plan coordonné XY, par 
exemple, il est clair qu’on aura seulement x,— ety;, —=®, 
tandis que z, aura une valeur déterminée : si Paxe principal 
du paraboloïde est parallèle à OX, les coordonnées y, et z, 
auront des valeurs déterminées, tandis que x, sera seul 
infini. En outre, puisque les sections paraboliques ne peuvent 
être produites (n° 159 et 163), que par des plans parallèles 
à l’axe du paraboloïde, et qu’il est évidemment impossible 
que les trois plans coordonnés se trouvent tous parallèles à 
cette droite, il s’ensuit qu'ici les trois binomes 6, 6”, 6”, ne 
seront jamais nuls à la fois. Or, comme nous allons voir que 
les conditions précédentes ne se trouveront pas réunies si- 
multanément dans les autres genres, nous pouvons en con- 

11 
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clure que les caractères distinctifs des paraboloïdes sont les 
suivans : 

une des équations du centre impossible, 

un des binomes (6, 6”, er? 0; 

< 

d’ailleurs, si celui de ces binomes qui n’est pas nul se trouve 
négatif, le paraboloïde sera elliptique; et il sera hyrperboli- 
que, si ce binome est positif. 


245. Dans UN CYLINDRE parabolique, une, au moins, des 
coordonnées du centre doit être infinie ; c’est-à-dire que la 
résolution des équations (2), (3), (4), devra conduire à une 
impossibilité telle que 5 = 0. En outre, un plan quelconque 
ne pouvant ici donner pour section qu’une parabole, ou deux 
droites parallèles, ou une droite isolée , il arrivera nécessai- 
rement que les trois binomes 6, 6”, 6”, seront tous nuls. Par 
conséquent , les caractères distinctifs du genre actuel seront : 


une des équations du centre ëmpossible, 
les trois binomes (6, C, 6”) — 0. 

246. Gyinpre elliptique ou hyperbolique. Une telle sur- 
face admet pour centres tous les points d’une même droite, 
ou un axe central; par conséquent une des coordonnées du 
centre doit demeurer arbitraire, sans qu'aucune des autres 
soit infinie ; c’est-à-dire que les valeurs de æet y , par exem- 
ple, tirées de deux des équations (2), (3), (4), doivent rendre 
identique la troisième équation , quel que soit z. En outre, 
comme les trois plans coordonnés ne sauraient être tous pa- 
rallèles aux génératrices du cylindre, il devra arriver qu’un, 
au moins, des binomes 6, 6’, 6”, soit différent de zéro; et le 
signe de ce binome fera distinguer si le cylindre est elliptique 
ou hkyperbolique. Ainsi les caractères propres à ce genre sont : 


les équations du centre réduites à deux, 
> 
< 


d’ailleurs , si c’est €” qui est différent de zéro, il faudra poser 


un des binomes (6, 6’, 6”) To: 
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3—=k dans l'équation (1), puis voir si cette section est 2magi- 
naire, ou se réduit à un point, ou bien se décompose en deux 
droites ; car , dans le premier cas, le cylindre sera totalement 
imaginaire, dans le second il se réduira à une droite unique, 
et dans le troisième il sera le système de deux plans non pa- 
rallèles. 


247. DEux PLANS parallèles. Dans ce cas, il existe un plan 
central dont tous les points sont des centres; ainsi deux des 
coordonnées doivent demeurer arbitraires, ce qu’on recon- 
naîtra lorsque la valeur de x, par exemple, tirée de l’une 
des équations (2), (3), (4), vérifiera les deux autres, quels 
que soient y et z. D'ailleurs toutes les sections planes ne 
pouvant offrir ici que deux droites parallèles , il arrivera que 
les trois binomes 6, 6” ,6", seront tous nuls. On a donc pour 
distinguer le genre actuel, les caractères suivans : 


Les équations du centre réduites à une, 
les trois binomes (6, 6, &")— 0; 


en outre, comme les deux plans pourraient être confondus, 
ou se trouver imaginaires, 1l faudra couper la surface (1) par 
un plan tel que z—4 ou y = k", pour voir si la section offre 
deux droites confondues, ou deux droites imaginaires. 


248. Exempzes. Soit l'équation 


L— 27° —3yz+ 32x + xy + Az —0; 


les dérivées égalées à zéro, donnent 


2x7 + 3 + y 
— 1Y — 3 + x 
— 37 + 3x + 4 = 0; 
et comme la dernière retranchée des deux autres , conduit à 


4—=0o, cette équation impossible montre que la surface est 
dépourvue de centre. Ensuite, on trouve 


B'a — AA = () +2; 


] 


0; 


0; 
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résultat qui étant différent de zéro, et positif, montre que 
la surface est un paraboloïde hypérbolique. | 
249. Soit encore 
2x y + 07 + Gyz—62x — 2x7 + 2x —z=0; 


les trois dérivées donnent les équations 


2x = Oz — 27 + 2 = 


| 
9 


2Y + 6z — 2x7. 
183 + 67 — 6x — À = 0, 


+ 


et comme les deux premières conduisent à 2—0o, cette im- 
possibilité annonce que la surface est dépourvue de centre. 
Mais ici l’on trouve 


B'°— AA —0o, B?°—AA’—0o, B—A'A"—=o; 


e . 
d’où il faut conclure que la surface est un cylindre parabo- 
lique. 
250. Dans l’exemple suivant 
a+ 3y +4 —6yz—27x — a, 


les trois dérivées donnent les équations 


2X — 27 = 0, 
6y — 6z = 0, 


8z — 27 — 67 —= 0. 


Or, comme la troisième est vérifiée identiquement par les 
valeurs 

MN 9 OU ec 
tirées des autres, j’en conclus que les équations du centre se 
réduisent à deux qui représentent une droite, et qu’ainsi la 
surface est un cylindre à centres. D'ailleurs, en posant dans 
la proposée, z— k ou z—0, on trouve 


x? + 37° —= a; 
de sorte que si a est positif, la surface est un cylindre à base 
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elliptique: si a—o, la section se réduit à un point, et la 
surface à une droite unique : enfin, si a est négatif, la section 
est imaginaire, et il en est de même de la surface proposée. 

251. Considérons enfin l’équation 


a+ Ag + 2 + fs — aix — x + 3x — 67 — 3: — 0; 


les dérivées donnent 


2 — 22 — y + 3 = 0, 
87 + 4z — 4x — 6 = 0, 
2z + 4Y — 2x — 5 — 0, 


et comme ces trois équations se réduisent à une seule, le lieu 
des centres est un plan, et la surface proposée ne peut être 
que le système de deux plans parallèles au plan central. 
D'ailleurs, en coupant cette surface par le plan z2=—0, on 
trouve une équation qui résolue par rapport à x, donne 


pes non qu ’ 
2 2 


? 


la section est donc formée de deux droites distinctes et 
réelles ; par conséquent la surfate est bien le système de deux 
plans parallèles qui ne sont pas confondus. En effet, si l’on 
résout l’équation primitive par rapport à une des variables, 
on trouve qu’elle se décompose ainsi 


(& — 27 — 3) (x — 27 — 3 + 3) = 0. 
Du cas où la surface est de révolution. 


252. Pour compléter la discussion de l'équation générale 


(1) Ax?+ A7? Az LoByz + 2B'zx + 2P'xy mi. 
+ 20x + 2C'y +2C'z+E } LR 


nous allons chercher à quels caractères on peut reconnaître 
que la surface est de révolution. Dans une telle surface, toutes 
les sections perpendiculaires à une certaine droite sont des 
cercles doni les centres se trouvent sur cet axe de révolution ; 


or, si l’on trace dans ces cercles des cordes parallèles entre 
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elles, et sous une direction arbitraire du reste, il est clair 
que le plan mené par l’axe de révolution, perpendiculaire- 
ment à ces cordes, les divisera toutes en deux parties égales, 
et sera un plan principal. Réciproquement, si tous les plans 
menés par une même droite sont principaux, les sections 
perpendiculaires à cette droite seront des cercles ayant leurs 
centres sur cet axe; car, parmi les courbes du second degré, 
il n’y a que le cercle qui admette pour diamètres principaux 
toutes les droites menées d’un même point. De là je conclus 
que pour quela surface (1) soit de révolution, il faut et il suffit, 
1°. qu'ilexiste une infinité de systèmes de cordes principales, 
qui soient tous paralleles à un méme plan ; 2°. qu’en même 
temps les plans diamétraux, conjugués avec ces divers sys— 
tèmes, se trouvent à une distance finie et déterminée; car 
sans cette dernière condition, la première serait vérifiée ana- 
lytiquement par les cylindres paraboliques. D’ailleurs il arri- 
vera , Par une conséquence nécessaire, ainsi qu’on va le voir, 
que ces plans principaux, en nombre infini, se couperont tous 
suivant une droite unique, qui sera l'axe de révolution. 

253. D'un point quelconque, par exemple l’origine des 
coordonnées que nous supposons rectangulaires , menons une 
corde principale 


(15) Tu NZ AN UERSITE 


les constantes m et n seront déterminées par les équations 
déjà citées, 


( Am + B'n + PB = ms, 
(16) An + Bm+B — ns, 
l A" E Bm<+ Bn = 5, 


lesquelles conduisent, comme on sait (n° 109), à l’équation 
du troisième degré, 


(17) (S—A)(s — A7) (s — A") — B2(s5— A)— B°(s—A") 
— B"(5— A”) — 2BB'B"— 0. 


Par conséquent , chaque racine de celle-ci, mise dans les 
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équations (16), les réduira à deux distinctes qui donneront 
les valeurs de "#2 et de n, que l’on devrait ensuite porter dans 
les formules (15) ; ou bien, si l’on tire de ces dernières m et 
n, pour les substituer dans (16), la corde principale menée 
de l’origine pourra être représentée par deux quelconques des 
trois équations 


(À — s)x + B'y + P'z = 0, 
(18) (A — s)y + B'x + Bz — 0, 
(A'— 5) 3 + Bx + By = 0. 


Cela posé , si la surface (x) est de révolution, il doit arriver, 
pour remplir la première condition énoncée au numéro pré- 
cédent , qu’une au moins des racines de (17) soit telle, qu’elle 
réduise les équations (18) à une seule distincte, qui représen- 
tera un plan dans lequel toutes les cordes menées à volonté 
seront des cordes principales. Ainsi, en appelant s’ BALE ra— 
cine, elle devra vérifier les relations 


A—s B’ as B’ 
B° NL CS os HU / Derbi ral 

ÂA—s Te B B 
DER ER re ATEN 


d ou résultent DEUX éguations de condition, avec la valeur de 
s', Savoir : 


(9) A———= À — = A — 5 = Ss. 

B 
Cette valeur de s’ satisfait bien à l’équation (17), qui d’ail- 
leurs admet une seconde racine s"—5"; car en tirant des 


relations (19) les expressions de À, A”, A”, en fonction de s”, 
pour les substituer dans (17), cette équation prend la forme 


À À B'B" BB’ BB k 
G— ss — — —— — — — y) SO 


d’où l’on conclut que quand les deux conditions (19) sont 
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vérifiées, il y a deux des trois systèmes de cordes principales 


qui peuvent être dirigés d’une manière arbitraire dans le 
plan, ou parallèlement au plan 


(20) B'B'x + BB'y + BBz — 0, 


auquel se réduisent alors les trois équations (18). 

254. Il reste encore à exprimer que les plans diamétraux 
conjugués avec ces divers systèmes de cordes se trouvent à 
une distance finie et déterminée. Or, un de ces plans sera 
donné (n° 105) par la formule générale 


(Ami+B'n+4B")x+(A'n4+B"m+B) y +(A"+B'm+Bn)z 
+Cm+Cn4C'= 0, 


qui, pour la racine s— 5" que nôus considérons ici, et d’a- 
; q ; 
près les relations (16), devient 


(21) 7e (sx + C) m + (sy 0) n + (53 + C7) = 0. 


Alors on voit que pour que ce plan ne se trouve pas à une 
distance infinie , il faut que la quantité s’ ñe soit pas nulle; 
de sorte que les conditions qui expriment complètement que 
la surface (1) est de révolution, sont les suivantes : 


B'B" MB AUS BB > 
(22) AT RNA DR NO CUT PS0 


B B 
255. Maintenant, cherchons l'axe de révolution, qui doit 
être l’intersection commune de tous les plans renférmés dans 
la formule (21). Ici les quantités m et n7 qui, pour chaque 
valeur de s, devaient être déterminées par deux des équa- 


tions (16), ne sont plus que liées entre elles par la relation 
unique 


> 


(23) B'B'm + BB'n + BB = o, 


à laquelle se réduisent ces équations (16) pour la racine s—s" 
qui vérifie les relations (19) ; de sorte qu’en éliminant n entre 
(21) et (23), tous les plans diamétraux qui correspondent à 
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cette racine, seront donnés par l’équation 
BEx+O—B (sr + Cm ("y+0)— B'(z4 0), 


où rm demeure arbitraire. Donc, pour avoir une droite com- 
mune à tous ces plans, quel que soit mn, il suflit d’égaler à 
zéro chacun des déüx membres, ée qui donne lés relations 


B(s'x + C) = B'(s°7 + C7) = B'(s'z + C”); 


par conséquent ce sont là les équations de l’axe de révolu- 
tion de la surface. Si, maintenant, on divise tous les termes 
par s’, et qu’on y substitue les diverses valeurs de cette quan- 
tité, fournies par les formules (19), les équations de l’axe de 
évolution Dons la forme 


e4) B hu = BC + B’C’ nm) + voeu B'C"’ }: 
= Fr a A'B'—BB" A"B'—BP' 


où l’on reconnaît bien une droite perpendiculaire au plan 
(20), et qui indique la direction du troisième système de 
cordes principales, lequel doit toujours être perpendiculaire 
aux deux autres (n° 123). 

256. Toutefois, il est nécessaire d’observer que quand l’é- 
quation proposée (1) est privée de plusieurs rectangles, les 
conditions générales (22) prennent une forme incertaine, et 
même deviendraient entièrement z/lusotrés, si l’on avait 
chassé les dénominateurs, comme on le fait ordinairement ; 
car alors elles seraient toutes satisfaites par les hypothèses 
B—B'—o, qui cependant ne suffisent pas pour que la sur- 
face soit de révolution. 

Il faut donc toujours conserver les conditions sous la forme 
(22); et pour le cas où l’on a, par exemple, B= o et B'—o, 
remarquer qu’elles se réduisent à 

B'’ 


(5) A—$B=— a, A EE 4, 


LA 


relations entre lesquelles on peut éliminer le rapport TG qui 
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cause l’indétermination, et par là on trouve 


(26) (A—A’)(A"— A") —=B"* avec 4° s 0 


pour les véritables conditions qui expriment que la surface 
est de révolution, dans l’hypothèse admise. Nous exigeons 
que À” soit différent de zéro, parce que c’est alors la valeur 
de la racine s’, laquelle ne doit pas être nulle, pour que les 
plans diamétraux (21) se trouvent à une distance finie et dé- 
terminée. Au surplus, on obtiendrait directement les rela- 
tions (26), en remontant aux équations (18), dans lesquelles 
on ferait B— 0 et B’—0o; mais il était bon de faire voir 
que ce cas particulier était compris dans les conditions (22), 
qui, sous la forme que nous leur donnons ici, n’induiront 
jamais en erreur, et avertiront du moins des transformations 
qu’exigent les diverses hypothèses particulières. 

Dans le cas où l’on aurait B—B'—0, ou bien B—B’=0, 
on trouverait de même les conditions 


(27) (A — A7) (A” — A") = B? avec “Ze, 


(28) (A — A) (A — A) = B’ avec A 2e 


Quant à l’axe de révolution représenté en général par les 
équations (24), le dernier membre donne d’abord , pour 
l'hypothèse B—B'— 0, 

C" 
z =} ACT 0) 


ensuite , les deux premiers membres, débarrassés des facteurs 
BA 

B'° EL? 
conduiront à cette seconde équation, 


| C A" — A’ C 
r+m= y +) 


B" C 
= VO ( + m) 


dont les valeurs sont fournies par les relations (25), 
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On trouverait des résultats semblables pour les hypothèses 
B—B"—0o ou B' —B’— 0. 

257. Enfin, si l’on suppose à la fois B—B' = B"— 0, les 
conditions (22) avertissent encore, par leur forme indéter- 
minée, qu’il faut leur faire subir quelque transformation; 
et en partant des relations (26), (27), (28), auxquelles nous 
les avons déjà ramenées, quand deux rectangles seulement 
étaient nuls, on trouvera que pour le cas actuel, les équa- 
tions qui expriment que la surface est de révolution , et celles 
qui déterminent son axe, sont 


/ » À 
AA 
< 


ouioui Ars ANR Az: G= 0, . Az L0"= 0} 


0, A'y+ C—o, A’z+C'—= oo, 


ou bien A=A To, Ax + GC—o, Ay + C= o. 


Au surplus, dans l’hypothèse admise ici, la forme de l’équa- 
tion proposée (1) rend ces conditions bien faciles à obtenir 
par un calcul direct. 


ANRARAANAARARANANAARAANANNIUN ANA 


AARAAANAAAAANAAARAANAANAANANNANANRAANANNANRANANARANS 


x 


CHAPITRE XIII. 


Des plans tangens aux surfaces courbes. 


258. Si par un point donné sur une surface quelconque, on 
y trace tant de courbes que l’on voudra, et qu’on leur mène 
des tangentes par le point en question, toutes ces droites se 
trouveront en général dans un seul et même plan, que l’on 
nomme le plan tangent de la surface : mais cette proposition 
a besoin d’être expressément démontrée, car on ne voit pas 
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à priori pourquoi ces diverses tangentes ne formeraient pas 
un cône, comme cela arrive effectivement pour quelques. 
points singuliers de certaines surfaces (*). 

269. Considérons d’abord les surfaces du second ordre, que 
nous prendrons , pour abréger les calculs, sous la forme sui- 
vante qui les comprend. toutes, 


(1) Az? + Ay3 + Az + 20x + 2C'y + 203 HE = 0. 
Si x’, y', z désignent les coordonnées du point donné sur la 
surface , elles vérifieront la relation 

(2) Ax°?+ A’y2 + A"72 + 2oCx' + 2Cy'+ 207 HE 0, 


qui, introduite dans l’équation de la surface, lui fera prendre 
la forme 


(3) PAPA (ar EAN EAN (2 7°) 
+ 20(x — x) +20 (y — 7) +20 —7) —=o. 


Cela posé, une sécante quelconque menée par le point en 
quéstion , sera représentée par 


(4) xx = m(z — 2), 
GO) _  >—j=nr(— 7); 


et pour obtenir les points dans lesquels elle rencontrera la 
surface, il faudra combiner les équations (3), (4), (5), en y 
regardant les variables comme ayant les mêmes valeurs. Si 
donc dans (3), on substitue les valeurs de x — x’ et y — 7”, 
elle deviendra 


nn S Am(rtr)+An (TES) HA GE) à 
M ae Ü + 2Cm + 2C'n + 2C' } rrte 


équation qui, quant aux points communs, peut remplacer 
(3), et fera connaître ces points en la joignant toujours avec 
(4) et (5). Or, le premier facteur z— 7 —0, conduit à 


(*) Voyez la Géométrie descriptive, livre IL, no 97. 
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zæx, y = J", et l'on retrouve ainsi le point de départ de 
la sécante. Le second point de section serait donné par le sys- 


tème (4), (5) et (7), 
(7) à ie )+An(y +47) +A" (247 Pan ot —0, 


si l’on avait fixé la direction de cette sécante en assignant des 
valeurs à m età n; mais puisque nous cherchons au contraire 
à déterminer ces constantes de telle sorte que la droite soit 
tangente à la surface, c’est-à-dire de manière que le second 
point de section se réunisse avec le premier, il faut exprimer 
que le système (4), (5), (7), est vérifié encore par les va- 
leurs x=2, y—7", z2—=7, ce qui établit entre m étn 
la relation unique 


(8). Amx'+ Any + Az + Cm + Cn+C = 0, 


d’après laquelle une des constantes m et n reste arbitraire. I 
résulte de là qu’en attribuant à #2 diverses valeurs successi- 
ves, et calculant les valeurs correspondantes de » d’après la 
relation (8), on aurait par leurs substitutions daus (4) et (6), 
les équations d’une infinité de droites tangentes à la surface 
au point en question; par conséquent on obtiendra Ze lieu 
géométrique de toutes ces tangentes, en éliminant met n 
entre (4), (5) et (8). Or cette opération donne pour résultat 


@)_ Ar’ + 0) (= x) + (497 + CD (7 — 9) pubs 
+ (A"z! 4- Gr) (z ivre z) ’ 


équation qui représente évidemment un plan: d’où je con- 
clus qu’en chaque point d’une surface du second degré, il 
existe un plan tangent. 

260. Il est bon d’observer que, dans l’équation (9), les 
coefliciens des variables ne sont autre chose que les dérivées 
partielles du premier membre de l’équation (1), dans les- 
quelles on aurait substitué les coordonnées du point de con- 
tact ; et nous verrons bientôt (n° 268) qu’il en est ainsi dans 
toutes les surfaces. D’aïlleurs , si l’on développe l’équation (9) 
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et que l’on ait égard à la relation (2), on pourra mettre l’é- 
quation du plan tangent sous la forme 


(10) (Ax'+ C) x + (A7 + 0) y + (Az + C”)z } . 
+ Cr” + Cy + CYLHE D À 


261. Pour les surfaces qui admettent un centre, on peut 
poser dans l’équation (r) 


GE 0 ONE ro ONE 01 
et, dans ce cas, l'équation du plan tangent se réduitàa 
(11) Ax'x + A'y'y + A'zz LE = o. 


Or, si l’on mène un diamètre au point de contact, cette 
droite sera représentée par 


(4 (4 


z = 2 — m2 — 2,3 — nz 
pren Z PET 4 ? NE FT z' FC < 2? 
et le plan diamétral conjugué avec ce diamètre qui, d’après 
la formule (5) du n° 105, est - 


Amz + Any + A°z = 0, 
deviendra ici Azx’x + A'y'y + A'zz= 0; 


donc il est parallèle au plan tangent (11) mené par l’extré- 
mité du diamètre en question. C’est cette proposition que 
nous avons annoncée n° 232, et que l’on pouvait démontrer 
à priori en s'appuyant sur ce qu’un diamètre d’une surface 
du second ordre, est évidemment conjugué avec chacun des 
diamètres de la section faite par le plan diamétral corres- 
pondant. 

262. Cherchons la courbe de contact d’une surface quel- 
conque du second degré, avec un cône qui lui serait circons- 
crit et dont le sommet aurait pour coordonnées «, 6, y: 
cette courbe sera le contour apparent de la surface, vue du 
point donné. Or, pour chaque point (x, y’, z') de cette 
ligne , le plan tangent à la surface touchera nécessairement le 
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cône, et par suite 2 passera par le sommet; de sorte que 
l’équation (10) donnera entre x”, y”, z', la relation 


G2) (Aa +0 a+ (Ag + OC) (ASC 9 7 
+ Cr +CY+CYHE [T7 


mais, puisque le point de contact que l’on considère est sur 
la surface, on aura aussi 


(13) Ax° + A7" A7 2Cx° LH oC 7° + 2C'z/ + E=o à 


par conséquent la courbe demandée se trouve déterminée par 
l’ensemble des équations (12) et (13), c’est-à-dire qu’elle est 
l'intersection de la surface proposée avec le plan que repré- 
sente l’équation (12). Il résulte de là que dans toute surface 
du second degré, la courbe de contact d’un cône circonscrit est 
toujours plane; et l’on peut même reconnaître que son plan 
est parallèle au plan diamétral conjugué avec la droite qui 
joindrait le sommet au centre de la surface, Pasque ce centre 
a ici pour coordonnées 


263, Si l’on voulait obtenir la ligne de contact de la même 
surface avec un cylindre circonscrit, et qui serait parallèle à 
la droite 

ae ME Mhz 


on exprimerait que, pour chaque point de cette courbe, le 
plan tangent (10) est parallèle à la droite donnée ; ce qui 
fournirait (n° 45) entre les coordonnées du point de contact, 
la relation 


(14) (Az + C)m + (A7 +C)n+ (17 +C)=o, 


laquelle , jointe à l’équation de la surface, que doivent aussi 
vérifier les variables x’, y’, z', suflirait pour déterminer la 
courbe demandée. On voit, par la forme de l'équation (14), 
que cette courbe de contact sera encore plane, et qu’elle se 
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trouvera précisément dans le plan diamétral conjugué avec 
les cordes parallèles aux génératrices du cylindre. 

Fic.32. 264. Avant de nous occuper du plan tangent à une surface 
générale , démontrons que la tangente MT à une courbe quel- 
conque MA se projette toujours sur la tangente M'T" de la pro- 
jection M'A". En effet, si par un point N, voisin de M, on 
mène la sécante MS, sa projection M'S’ coupera la courbe M'A 
en unpoint N', qui sera nécessairement, avec N, sur une 
droite parallèle à MM’; et comme cette relation continuera 
de subsister à mesure que l’on rapprochera N de M, il s’en- 
suit que quand ces deux points seront réunis, c’est-à-dire 
quand la droite MNS aura pris la position MT , le point N'sera 
en même temps réuni avec M’; et, par conséquent, la pro- 
jection M'S" coïncidera avec la tangente M’T", D’ailleurs, ce 
raisonnement est également applicable aux projections obli- 
ques comme aux projections’ orthogonales ; et il prouve en 
même temps que, dans un cylindre quelconque, le plan mené 
par une arète MM’ et par la tangente M'T' à la Dase, est tan- 
gent à la surface tout le long de cette génératrice, puisqu'il 
contiendra, d’après ce qui précède, la tangente MT à toute 
autre courbe MA tracée sur cette surface par un point arbi- 
traire de l’arète en question. 

… Par des considérations analogues, on prouverait que, dans 
un cône quelconque, le plan mené par une génératrice et par 
la tangente à la base, est aussi tangent à la surface tout le long 
de cette arète. 

265. Il suit de là que quand une courbe ANS AE séra 
donnée par ses deux projections 


ie p°(2); J = Ÿ (2); 


la tangente au point x,7, z de cette courbe aura pour équa- 
tions | 


’ dx ! d # ; 
É —2= x (s—5);, V4 —r = (6 — 2), 


ou bien 
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7 
(4 de, ! ra 
xx — (7 — 3 y — + 
dz ( ) ? 4 % dz 
en désignant ici par x”, y’, z', les coordonnées courantes d’un 
point quelconque de la droite. 
266. Soit maintenant une surface quelconque 


(5) z2=/f (x, »); 
deux des variables, par exemple x et y, seront nécessaire: 
ment indépendantes, et la troisième admettra deux déri- 
vées partielles, que nous représenterons, suivant l’usage , par 


dz dz à : : 
TL = P) mn — q. Si, par un point x, y, z donné sur cette 


(x — 2), 


surface, on trace une courbe quelconque, dont la projection 
soit désignée par 

G6) > = (x), Ç 
l’ensemble des équations (15) et (16) déterminera complète- 
ment cette courbe; mais pour en obtenir une seconde pro- 
jection, il suffirait d'éliminer y entre les équations pré- 
cédentes, ce qui donnerait un résultat de la forme 

(7) 2 = fr, 8 (@)] = 4 (x). 

Cela posé, la tangente de la courbe dans l’espace, étant pro- 
jetée (n° 264) sur les tangentes aux deux courbes planes (16) 
et (17), aura pour équations 

dg dy | 

DT (Ci); Z —2— = &—%), 

dans lesquelles x”, y”, z’ désignent les coordonnées courantes 
de cette droite ; et d’après la manière dont la fonction 4 a été 


AUEE Sr 
obtenue, on doit voir que la quantité ÿ n’est autre chose 
que la dérivée totale de z déduite de l’équation (15), mais 
prise en regardant y comme une fonction de x, déterminée 
par la relation (16). Par conséquent on à 
LA Aa _ + aa 04 Fi 
à ENS dy" dx ne dx”? 


12 
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et les équations de Îa tangente deviennent 


y d ’ 
a p—y=(x—7x), 


dx 
(19) oz — 2 = (pr +9) 0. 


Maintenant, si l’on veut obtenir le lieu géométrique des tan- 
gentes à toutes les courbes tracées sur la surface, par le point 
en question , il faut éliminer des équations précédentes ce 
qui dépend de la fonction @ , laquelle peut seule caractériser 
la courbe particulière qu’on a considérée. Or, en éliminant 
d@ 
Te tré (18) et (19), on trouve 
CU LE 1 ’ t 

(RO) Le roma PGM bg OEMEEANE 
équation du premier degré par rapport aux variables x’, y’, z", 
et qui prouve que Ze lieu de toutes les tangentes est bien un 
plan, en général. Cette conséquence ne pourrait être infirmée 
que dans les points singuliers qui feraient prendre aux déri- 
Es 


: ” (a) : 
vées partielles p et g la forme —, comme cela arrive au soin- 
Ô 


met d’un cône, ou bien encore dans une surface de révolution 
dont le méridien coupe l’axe sous un angle oblique, et pour 
le point de cette surface qui est sur l’axe même : voyez Za Géo- 
métrie descriplive, n° 97. 

pote Il importe d’observer que l’équation tac restera de 
même forme, quand bien même les coordonnées seraient obli- 
ques, puisque le théorème du n° 264 est également vrai dans 
ce cas, et que la tangente à une courbe plane doit encore avoir 
pour coefficient de l’abscisse , la dérivée de l’ordonnée. 

268. Lorsque l’équation de a surface est donnée sous la 
forme 

(21) F(x, 7,2) = 0, 

on sait qu’en la fdifférentiant successivement par rapport à 
æetà 7, onobtient 


dE 0 dF . dE 


dE 
Ta MA EF 0 “AU + 4 = 0; 
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si donc on tire de là les valeurs de p et de 4, pour les substi- 
tuer dans (20), l'équation du plan tangent prendra la forme 
plus générale 


? dE x dE ; F 
O9) =D HU -NRHE D LE 0. 


269. On pourra, comme aux n° 262 et 263, faire servir 
cette équation à trouver la courbe de contact d’un cône ou 
d’un cylindre circonserit à la surface (21); mais au lieu de re- 
venir sur ces questions, nous ferons observer qu’on peut aussi 
déduire de là Ze contour de la projection d’une surface sur un 


plan donné, par exemple, sur le plan XY. Cette recherche, 


qui est indispensable dans plusieurs problèmes de Géométrie, 
revient à déterminer la courbe de contact d’un cylindre cir- 
conscrit et perpendiculaire au plan XY ; par conséquent pour 
tous les points de cette courbe, Le plan tangent de la surface sera 
parallele à OZ, et dès lors son équation générale (22) ne de- 
vant plus renfermer la variable z° (n° 8), on aura la condition 


AE a 

dal: 
laquelle, jointe à F(x, y,z) — 0, déterminera la ligne de 
contact dans l’espace ; puis, si l’on élimine z entre ces deux 
équations , on obtiendra la courbe demandée sur le plan XY. 


270. La NORMALE à une surface étant la droite perpen- 
diculaire aux plan tangent, et menée par le point de contact 
x, Ÿ, 2, elle aura des équations de la forme 


x —zx—a(; — 32), fr =b(—32); 


mais les conditions trouvées n° 47, pour exprimer qu’une 
droite et un plan sont perpendiculaires, fourniront entre 
l'équation (20) et les précédentes, les relations 


a — — p, b—= — g; 
de sorte que les équations de la normale deviendront 


(23) '—x+p(i—i)=0, y —y+q(r—2) —o. 


12, 
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Les angles «, 6, y, formés par cette droite avec les demi- 
axes coordonnés positifs, seront donnés (n° 27) par les 


formules 
COS & — An 14 -, toi CREER. 
G4) Vp +9 +1 Vrai 
COS y —= J 


Épa GR) STE ÉenRer SES PACE RE ÉTRERU "9 
WP =ig rl 
dans lesquelles le radical pris positivement se rapporte tou- 
jours (n° 28) à la portion de la normale qui fait un angle aigu 
avec le demi-axe OZ. Si, d’ailleurs, on substitue ici les ex- 
pressions de p et de g (n° 268) en fonction des dérivées par- 
tielles de l’équation F (x, y, z) — 0, les valeurs des cosinus 
précédens se présenteront sous la forme 
dF 1 dF | ca 

dz 


: e 
— —— COS — — COS y LUXE 
V dx’ ; V 


(25) cos « — \& 


où V désigne le radical 


VCD +) +) 


271. En terminant ce chapitre, nous ferons plusieurs re- 
marques importantes sur la position du plan tangent, re- 
lativement à la surface. D'abord, il ne faut pas s’attendre 
qu’il n’y ait jamais entre eux qu’un seul point de commun; 
cette circonstance , qui n’est point du tout essentielle à la 
définition du plan tangent (n° 2658), se rencontrera, ilest 
vrai, dans les surfaces convexes en ious leurs points; mais 
dans les autres cas, ce plan pourra couper la surface, et 
même la couper suivant une courbe qui passe par le point 
de contact, ce qui ne l’empêchera pas de renfermer les tan- 
gentes à toutes les courbes menées par ce point; de sorte 
qu’en cet endroit il sera véritablement tangent, et sécant 
partout ailleurs. On en voit de fréquens exemples dans la 
Géométrie descriptive, et entre autres dans les surfaces an- 
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nulaires, lorsqu'on choisit Le point de contact sur la nappe 
intérieure. 

272. En second lieu, toutes les fois que la surface sera 
réglée, c’est-à-dire qu’elle admettra une génératrice rec- 
tiligne , cette droite, qui est elle-même sa propre tangente, 
devra être contenue tout entière dans le plan tangent; et 
s’il existait deux génératrices de ce genre, passant l’une et 
l’autre par le point donné, elles détermineraient, par leur 
ensemble, le plan tangent relatif à leur point de seëtion; 
c'est ce qui arrive dans l’hyperboloïde à une nappe, et 
dans le paraboloïde hyperbolique. Mais il importe beau- 
coup d’observer que les surfaces réglées se divisent en deux 
classes, qui présentent une différence essentielle dans leur 
contact avec le plan tangent. 

273. Si la surface réglée est gauche, c’est-à-dire st la géné- 
ratrice rectiligne se meut de telle sorte que deux positions 
voisines AM et AM’, quelque rapprochées qu’on les sup- 
pose, ne se trouvent pas situées dans un méme plan, alors les 
plans tangens relatifs à deux points M et N, pris sur une 
même génératrice AMN , renfermeront tous deux cette droite, 
mais ils seront distincts l’un de l’autre ; car le premier con- 
tiendra la tangente MT à la section quelconque MM'P, et 
le second Ia tangente NV à la section NN'Q. Or, comme 
la droite mobile, en passant de la position AMN à la po- 
sition infiniment voisine A’M’N', doit nécessairement s’ap- 
puyer toujours sur ces courbes qui ont avec leurs tangentes 
un élément de commun, cette génératrice peut être re- 
gardée, dans cet intervalle, comme glissant sur les tangentes 
MM'T, NN'V;et par conséquent celles-ci ne sauraient être 
dans un même plan, dès que les droites AMN et A’M’N’ ne 
remplissent pas cette condition; donc, enfin , le plan AMT 
ne coïncide point avec le plan ANV. Concluons de là que dans 
une surface gauche , les plans tangens relatifs aux divers points 
d'une méme génératrice rectiligne, passent tous par cette 
droite , mais sont distincts les uns des autres; et chacun ne 
touche la surface qu’en un point , tandis que partout ailleurs 


Fire. 33. 


Frc. 34. 
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il est sécant. Ces circonstances se présentent, par exemple, 
dans l’ RApEH RES à une nappe et dans le paraboloïde hyper- 
bolique. 

274. Au contraire, quand la surface réglée sera dévelop- 
pable, c’est-à-dire qu’elle sera engendrée par une droite 
assujettie à se mouvoir de telle sorte que deux postiions con- 
sécutives soient toujours dans un méme plan, alors les plans 
tangens AMT et ANV coincideront complètement ; car les deux 
tangentes MT et NV, ayant chacune un élément MM’ ou NN”, 
commun avec les courbes MP ou NQ, s’appuieront nécessai- 
rement sur les deux génératrices infiniment voisines AMN 
et A’M'N’. Or, comme celles-ci sont, par hypothèse, dans 
un même plan, les tangentes MT et NV rempliront aussi cette 
conditior#, et par suite les plans tangens AMT et AN V se con- 
fondront l’un avec l’autre. Ainsi, dans une surface dévelop- 
pable , c’est un seul et méme plan qui touche la surface tout le 
long de chaque génératrice rectiligne. 

Cette propriété du plan tangent était déjà prouvée (n° 264), 
pour les surfaces cylindriques ou coniques, qui sont évidem- 
ment des cas particuliers des surfaces développables. 

275. Comme les diverses génératrices A, A’, A"... (fig. 34) 
sont ici deux à deux dans un même plan, il est évident 
qu’elles se couperont consécutivement en des points 2, m', 
m".,., qui formeront une courbe à laquelle chacune des 
génératrices sera tangente, et que l’on nomme arète de re- 
broussement de la surface développable. 

Dans les cylindres, cette arète de rebroussement est tout 
entière à l’infini ; et dans les cônes, elle se réduit à un point, 
qui est le sommet. 

276. Enfin, puisque les élémens superficiels (*) compris 
entre A et A”, A'et A”... sont plans, on pourra faire tourner 
successivement chacune de ces faces autour de la droite qui 


(*) Il faut sé garder de donner le nom d’élémens aux génératrices, car 
toujours les élémens d’une grandeur doivent être homogènes avec celle-ci; 
ainsi les élémens d’nne surface sont d’autres petites surfaces. 
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lui est commune avec la suivante, et les étendre toutes sur 
un plan, sans que la surface ait éprouvé de fractures. Elle 
sera ainsi développée, en conservant la même superficie ; et la 
dénomination. de surface développable dérive de cette pro- 
priété, qui, évidemment, ne saurait appartenir aux surfaces 
gauches (n° 273), quoiqu’elles soient aussi réglées. Pour 
compléter ces notions succintes, nous renverrons aux livres III 
et VII du 7'raïté de Géométrie descriptive. 


AANARANAN AA AAAAA ANA RAAARA AN VUS ANS RAA AAA AAA AAA 


CHAPITRE XIV. 


Génération des Surfaces par le mouvement d'une 
ligne assujettie à glisser sur une ou plusieurs 
directrices. 


277. Nous avons déjà rencontré, dans ce qui précède, di- 
vers exemples de surfaces engendrées par une droite ou par 
une courbe, qui, en changeant de position et même de 
forme, s’appuyait constamment sur une ou plusieurs direc- 
trices fixes ; il sera donc facile maintenant de généraliser les 
considérations qui nous ont servi dans ces cas particuliers , et 
de les étendre à une génératrice représentée par les équations 


de D tee A End ou HP 1 AN au Et AS ASE 
(2) Fer LA UE AUOT ARCS M 


L'espèce de cette courbe est déterminée, parce que les fonc- 
tions f et f, sont censées connues de forme; mais comme 
elles renferment n constantes arbitraires, ou paramètres va- 
riables &, 6, y..., la position, les dimensions, la courbure 
de la génératrice changeront, en général, avec les diverses 
valeurs que l’on attribuera à ces paramètres. Or, si l’on fai- 
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sait varier ceux-ci d’une manière arbitraire et indépendam- 
ment les uns des autres , la ligne mobile parcourrait un lieu 
solide, qui pourrait même souvent remplir tout l’espace; car 
en supposant d’abord que « seul varie, et éliminant cette 
quantité entre (1) et (2), on aurait un résultat 


fax; 0 Z; 6, Von) —= O0; 


qui conviendrait à toutes les positions de la génératrice cor- 
respondantes aux diverses valeurs de & : mais ce résultat lui- 
même représente une infinité de surfaces aussi rapprochées 
qu’on voudra les unes des autres; et qui s’obtiendront en 
faisant varier de zéro à Æ 0 , d’abord 6, puis y... (*). Par 
conséquent, l’on n’obtiendrait ainsi aucune surface détermi- 
née ; au lieu que si l’on assujettit la ligne mobile (1) et (2) 
à s'appuyer constamment sur z — 1 directrices données, ces 
conditions établiront entre les n paramètres, n — 1 relations 
qui n’en laisseront plus qu’un d’arbitraire, et le mouvement 
de la génératrice sera complètement réglé. 


(*) Par exemple, le cercle représenté par 
Y2H(z—6)—=RI—a1, x—a—=0, 
donne, par l’élimination de « , l’équation ; 
2 +y+(G—Ch=R, 


qui appartient à une infinité de sphères d’un rayon constant, et dont les 
centres, situés sur l’axe des z, s’obtiennent en faisant varier € de zéro à + ; 
donc cette équation convient à tous les points du solide cylindrique qui a 
pour axe OZ,, et pour rayon R. De même, le cercle mobile 


YtHz= C— a+ R:, x—a, 
conduit à l’équation 
Le VIH 23 — Ç2 +, 


laquelle appartient à tous Les points ” l'espace indéfini qui se trouve er 


dehors de la sphtre du rayon R, et dont le centre est à l’origine des coor- 
données. 
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278. Soient, en effet, 


(3) F(x, y; 2) = 0, (in, (x, 7:12) io, 


les équations de la première directrice. Pour exprimer que la 
ligne mobile a, dans toutes ses positions, un point de com- 
mun avec cette directrice, il faut écrire que leurs quatre 
équations sont satisfaites par un même système de valeurs 
pour x, ÿ, z; or, cela exige qu’en éliminant ces trois coor- 
données entre les équations (1), (2), (3) et (4), l'équation 
finale, qui sera de la forme 


Dax, 6, 7...) = 0, 


soit vérifiée par les valeurs qu’on attribuera aux constantes 
æ, 6, y... Par conséquent, cette équation de condition éta- 
blit déjà entre les paramètres la dépendance nécessaire pour 
que la génératrice s’appuie constamment sur la première 
courbe assignée; mais chaque nouvelle directrice fournira 
semblablement une relation entre &, $, y...: de sorte que 
- pour représenter complètement la génératrice s’appuyant sur 
les n— 1 directrices, il faudra prendre le système des n+1 
équations suivantes : 


CDN Mr 22 OST) ee 


e 


(PRE CORPS 2e Ie TAN lie I0) 
DONC SUN AL UM, Ge Yet pl, ji 
FA RME RP RER EME NNEU AE RE PS 
Da (eo, AUS ON rt): Ent Os 


Or, comme il n’y reste plus évidemment qu’un seul para- 
mètre, # par exemple, qui puisse recevoir des valeurs arbi- 
träires, il s’ensuit que, pour obtenir le lieu de toutes les 
positions de la génératrice, on devra éliminer « entre les 
équations (1) et (2), après y avoir substitué les valeurs des 
autres paramètres en fonction de celui-ci; c’est-à-dire qu’il 
faudra généralement éliminer les n constantes «, C,7.. «. 
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entre les n +- 1 équations précédentes. D'ailleurs, comme le 
résultat de cette élimination sera une équation unique où il 
n’entrera plus aucune arbitraire, il en résulte que la courbe 
mobile aura bien décrit, dans son mouvement, une surface 


déterminée. 
279. Dans le cas assez fréquent où l’on n’assigne qu’une 


seule directrice , 
QE AE NT RE CE LA CRE M pu 


et où par conséquent la ligne mobile ne doit renfermer que 


deux paramètres arbitraires, cette génératrice sera représen- 


tée, dans une position quelconque, par le système 
f (@ F2, 2; 6) — 0, " 
fix, Fr 2, «, © = 0, 


D(æ, 6) — 0, oubien 6 — 9 (a). 


De sorte que si l’on résout les équations f —0, f, —0, 
par rapport aux constantes , il s’agira d’éliminer « et 6 entre 
trois équations de la forme 


LAB) VUE a VO Es En CHENE) ; 
ce qui donnera pour l’équation de la surface 


(6) v = q(u), ou bien lu, v) = o. 


Remarquons ici que x et v désignent deux groupes en x, 
F2, qui ne changeront jamais pour toutes les surfaces d’une. 


même famille, c’est-à-dire pour celles qui, admettant la 
même génératrice [f, f,], ne diffèrent l’une de l’autre que 
par l’espèce de la directrice [F, F,]; tandis que la fonction 
®, qui dépend évidemment de F et de F,, changera avec 
chacune des surfaces individuelles de cette famille. Ces dis- 
ünctions vont s’éclaircir par les exemples suivans. 


280. SURFACES CYLINDRIQUES. Elles sont engendrées par une 


droite mobile qui reste parallèle à une direction donnée, en. 
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glissant sur une directrice fixe 
F (x, =, F-(x, FR z) = 0; 
par conséquent, la génératrice aura des équations de la forme 
x=m#+a, j=n +6, 


dans lesquelles m et » seront des constantes données et inva- 
riables, tandis que « et 6 seront les paramètres arbitraires ; 
mais ceux-ci seront liés entre eux par une relation 6 — 9 (x), 
qui, dans chaque exemple, se déduira, comme nous l’avons 
dit, des quatre équations précédentes par l'élimination ‘des 
coordonnées. Ainsi les équations (6) deviendront alors 


TM =a, ÿ—nz =6, 6 — (x); 


et en éliminant & et € entre ces trois dernières , la surface cy- 
lindrique sera représentée généralement par 


(79) y — nz = g (x — mz). 


On voit qu'ici les quantités w et v sont les binomes x— m2 
et Y — nz, qui resteront de même forme pour tous les cylin- 
dres possibles, tandis que la fonction 4 changera avec la di- 
rectrice particulière qu’on aura adoptée. 

281. Appliquons cette méthode au cylindre qui aurait pour 
directrice l’ellipse 

L° Soi 


A2 B: — 1, 
Pour exprimer que la génératrice 
x=Mm+H+a, y=n2 +6 


a toujours un point de commun avec cette courbe, on élimine 
æ, ÿ,2 entre ces quatre équations, et l’on obtient la rela- 
tion 


#2 C2 
EP TE | 
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laquelle tient lieu de 6—@(a); puis, sans la résoudre par 
rapport à 6, on élimine # et € entre les trois dernières équa- 
tions , et il vient pour le cylindre demandé 


LE 2 AE a 
Cr NC 
282. L’équation des cylindres, sous la forme (7), est dite 
l'équation en quantités finies ; mais on peut en obtenir une 
autre qui soit même indépendante de la directrice, ou de la 
fonction 9 qui seule caractérise cette courbe dans chaque cas 
particulier. Pour y arriver, j’observe que l’équation 


(7) y — nz = (x — m2), 


renfermant deux variables indépendantes, x et y, peut ètre 

différentiée successivement par rapport à x et z, ou par rap- 
Si: L dz dz 

port à y et z; donc, en désignant toujours de © % par P 

et g, et par g’ la dérivée de la fonction @, on obtiendra 


— np = (1 — mp).g'(x — m2), 


1—ng = — mq.@ (x — m2). 


Or, entre les trois équations précédentes, on peut éliminer 
? U 
g et g’ qui seules varient pour diverses surfaces cylindriques; 
et même, comme les deux dernières ne contiennent que 4’, 
si on les divise l’une par l’autre, on aura 
np 1 — mp 
| Ing mg ? 
d’où l’on tire 


(8) 72p + nq = 1, 


équation aux différences partielles qui convient à toutes les 
surfaces cylindriques, quelle qu’en soit la directrice. 

283. On aurait pu obtenir directement l’équation (8) en 
exprimant que dans ces surfaces, les divers plans tangens, 
dont chacun renferme (n°272) une génératrice du cylindre, 
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sont tous paralleles à la droite 


LIN NE ENS 


En effet, si l’on applique à l'équation générale du plan tan- 
gent pour une surface quelconque, 


2 —2—=p(x — x) + q(y — 7) = 0, 


la condition trouvée au n° 45, on obtient pour le caractère 
général de tous les cylindres, 


mp + nq —1—= 0, 
relation identique avec l’équation (8). 
2684. L’équation (8) peut servir plus commodément que la 
formule (7), à reconnaître si une surface donnée L = o est 
cylindrique ou non. Pour cela, on tire des équations 


dL dL dL dL 
Fi + — 
Œ 


RE = 0Q Si Nu 0 

da? LA /dy Rd 4 

les valeurs des dérivées p et g, pour les substituer dans (8), 
et il faut évideminent que le résultat 


ya dL dl din 

Q mRHnT += 
soit vérifié pour tous les points de la surface L, c’est-à-dire 
quelles que soient les valeurs de x, y, z; mais comme on 
ne connaît pas à priori les quantités m et n, on égalera à 
zéro les coefficiens des diverses puissances des coordonnées, 
et l’on examinera si l’on peut satisfaire à ces conditions par 
des valeurs réelles de m et de n. 

Admettons, par exemple, que L = o soit l’équation géné- 


rale des surfaces du second degré ; alors l’équation (9) devien- 
dra 


m(Azx+B'y+B'240C) + 1(A!y+B"x4B24+0)+(A"z+B æ+By+C")=0; 


et comme ce résultat doit être vérifié pour toutes les valeurs 
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de æ, y, z, il faudra poser 
Am + B'n + B' 
An + B'm+ B = 0, 
A" + Bm—+ Bn= 0, 
Cm + Cn + C'= 0: 


Î 


O0; 


de sorte qu’en calculant m2 et n par les deux premières de ces 
équations, et les substituant dans les autres, on aura, pour 
exprimer que la surface du second degré est cylindrique , les 
deux conditions 


AB: + AB? + A/B'2— AAA" —9BBB'= 0, 
C(A'B' — BB") + C’ (AB — B'B/) + C"(B2— AA’) = 0, 


qui conviennent effectivement aux trois genres de surfaces 
dont nous avons parlé dans les n°° 245 , 246 et 247. 

285. Quelquefois on n’assigne pas immédiatement la courbe 
directrice d’un cylindre, maïs on exige qu’il soit cérconscrit 
à une surface donnée L—0o; alors 17 faut commencer par 
chercher la ligne de contact de ces deux surfaces. Or, pour 
tous les points de cette ligne, les plans tangens seront com- 
muns ; et par suite les dérivées p et 9, qui seules déterminent 
l'inclinaison du plan tangent, devront avoir les mêmes va- 
leurs dans le cylindre et dans la surface L. Par conséquent, 
si des équations 

dL dL dL dL 

RE CT DUO A ir M 
on tire les valeurs de p, g, pour les substituer dans l’équa- 
tion (8), cette dernière devra être satisfaite, et l’on aura, 
comme ci-dessus , 


dL dL , dL 
(9) À LEA 


Mais ici cette relation n’est plus vraie pour des valeurs quel- 
conques de x, y, z; elle ne subsiste que pour les points de 
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la ligne de contact cherchée, et c’est seulement l’équation 
d’une surface qui contient cette courbe. Or, comme la surface 
proposée la contient aussi, il s'ensuit que l’ensemble des 
équations (9) et L—0o, détermine complètement la ligne de 
contact, qui devient alors la directrice représentée au n° 980 
par F— 0 et F;,— 0; ensuite le reste du calcul s’achèvera 
comme dans cet article. 

286. Cherchions, par exemple, le cylindre qui serait cir- 
conscrit à l’ellipsoïide 


Az? + Ay? + A2 = x, 
et dont.les génératrices auraient toujours une direction mar- 
quée par les constantes données m1 et n. La courbe de contact 
sera déterminée par l’équation précédente , jointe à l'équation 
(9) qui devient ici 

Amx + Any + ÀA"z = 0, 
et ce résultat s’accorde avec ce que nous avons trouvé n° 263. 
Cela posé , en combinant ces équations avec 

x = ms +a, y = nz + 6, 
pour éliminer x, y, z, on obtiendra la relation qui doit 
exister entre æ et 6, savoir, 
/ 1,2 LL PEUT ’ 
(A@? + A6? — 1) (Am? + Ant + A7) = (Ame + A’nC) ; 


puis il reste à substituer ici les valeurs de « et © tirées des 
équations de la droite, ce qui donne pour l’équation du cy- 
lindre | 


CA (= ma) + A'(y— na) — 1] (Ame + Ant A°) 
= [Am(x — m2) + An(y — n2) }. | 


Mais, parmi les diverses réductions que peut subir ce résultat, 
nous adopterons la transformation suivante: si au second 
membre on ajoute la quantité A”: — Az, il deviendra 


[mx + Any + Az) — (Am? + An + A7 z}°, 


RE 


192 CHAPITRE XIV. 
Or, en développant le carré de ce binome , puis transposant 
les deux derniers termes dans le premier membre de l’équa- 
tion du cylindre, celle-ci prendra, après quelques réductions 
évidentes , la forme remarquable 
(Az? + A'y® HE Az — 1) (Am° + A'n? + A") 

= (Amzx + Any + Az}, 
par laquelle on voit manifestement que ce cylindre touche 
l’ellipsoïde le long de la courbe située dans le plan 


Amx + Any + Az = 0. 
D'ailleurs, si l’on désigne par R le demi-diamètre de l’ellip- 
soïde, qui serait parallèle aux génératrices du cylindre, sa 
longueur s’obtieudra évidemment en combinant les équations 
Rein Lori ut 7e NE 
avec celle de l’ellipsoïde ; ce qui conduit à 
Da N° LRLI 
7 Am? + An + A" 
On pourra donc introduire ce rayon dans l’équation du cy- 


lindre ; et même si, pour plus de symétrie , on appelle à, 4e, » 
les angles qu'il fait avec les axes , on aura , comme on sait, 


COS À COS 
jrsraes nn EE ——— 
COS »° cos » ? 


et l'équation du cylindre deviendra enfin 
Az? + A'y® + Az — 1 —R°(Azx cos A+4-A"y cos u + A"zcosy}, | 


287. SURFACES CoNiQuEs. Elles sont produites par le mou- 
vement d’une droite qui, passant toujours par un point fixe 
(a, b, c), s’appuie constamment sur une directrice donnée 


ET, 70e Os r (rime 0. 
Par conséquent, la génératrice sera représentée ici par 


x—a—uæ(z—c), Yy—b—=6C(z — co): 
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mais il faudra (n° 278) y joindre une relation 6 —9 ((«), qui, 
dans chaque exemple particulier , s’obtiendra par l’élimination 
des coordonnées x, y, zentre les quatre équations précédentes, 
etalors les trois équations (5) deviendront 


Tu, TEE, Ce (2); 


de sorte qu’en éliminant # et 6 entre ces dernières, l’équation 
générale des surfaces coniques sera 


(10) mn à MAT <). 


PC Ci CE Z'— C 


Lorsque le sommet sera situé à l’origine des coordonnées, 
cette équation se réduira à 


ANT QE 
= (©): 
# 


pr 4 Vert | | PSE AE 
ce qui revient à dire que des trois quotiens —, -, — , deux 
x 


quelconques sont fonction l’un de l’autre; et par conséquent 
l'équation sera homogène. 


288. Prenons pour exemple un cône dont le sommet au- 
rait pour coordonnées a, bd ,c, et dont la directrice serait 


l’ellipse 
2 =i01 + A à 
En éliminant x, y, z entre ces équations et celles de la géné- 
ratrice 
x—a—=a(z—c), ÿ—b—=6(z— 06), 
on aura la relation qui doit exister entre æ et6, savoir, 


(a — ac) 


A? 


0 TT 


( 
ln 


puis éliminant « et 6 entre les trois dernières équations, :1l 
13 
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viendra pour l'équation de la surface conique , 


(az — cx)* , (bz — cr) 4 
A2 + B° “HE (z ER c) “ 


On pourrait en déduire le cylindre trouvé n° 287 , en divi- 
sant les deux membres par c’, puis posant 
a d 
HUSESS 178,0 40 7 C6 ? © TE O0). 
C c 
289. Si l’on veut que le cône devienne droit, ii suflira 


de poser 
Ad D IGi--i0 up 0e 


alors l’équation précédente se réduit à 
A? 
2 + y = ne (à — cÿ = (2 — c} tango, 


où a désigne l’angle constant formé par chaque génératrice 
avec l’axe. Au surplus , cetté équation se retrouvera immédia- 
tement chaque fois qu’on en aura besoin , si l’on remarque que 
le triangle rectangle formé par l’axe, avec le rayon vecteur 
abaissé perpendiculairement d’un point quelconque x, y, z 
de la surface, donne évidemment la relation 


r Va + 7° na 4 


{ang © = —— 
3 = C Z = C 


290. Pour obtenir l'équation aux différences partielles des 
surfaces coniques, il faut éliminer la fonction $ qui change de 
forme avec la directrice particulière qu’on adopte. Or, si l’on 
différentie l’équation (10) tour à tour par rapport à x et z, et 
par rapport à y et z, on trouve 


— (7 — bp _ Re APS 1, 9! += 


{G— cc) (ec) 00e Zz — C 


2—Cc—(y—0)g _— (x — - (x — a)q e (<< — a 


(z=— c)° TE te) "e0: 
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puis en divisant ces résultats l’un par l’autre, la fonction ç' 
disparaît , et il reste 


MUC Arr à) PIRE NE er Arme 
Z—C— (y — b)g (x — a)q : 


ou en réduisant 
G1) pa—a+qgr—b=3z—e. 


291. Getie équation dessurfaces coniques aurait pu s’obtenir 
en exprimant qu'ici les divers plans tangens, dont chacun 
renferme (n° 272) uné génératrice rectiligne, doivent passer 
tous par le sommet dont les coordonnées sont a, b, ce: En ef- 

2 e a » 
fet , l'équation générale du plan tangent 


RME M 0 on) 


devra alors être vérifiée par x" —=a,y'=b, z'=c; ce qui 
conduit à une relation identique avec(r11).D’ailleurs on pourra 
faire servir cette équation (11) à reconnaître si une surface 
donnée L — o est conique, par une marche analogue à celle 
que nous avons employée au n° 284; mais ici les quantités a, 
b, c seraient les inconnues auxquelles il faudrait appliquer ce 
que nous avons dit alors de met de n. 

292. Lorsqu’au lieu d’assigner immédiatement la directrice 
[F, F,], on exige que la surface coniqueisoit circonscrite à une 
surface donnée L = o, il faut commencer par chercher la li- 
gne de contact des deux surfaces. Or, comme les plans tangens 
seront évidemment communs pour tous les points de cette 
courbe, les dérivées pet g déduites de L— 0, devront véri- 
fier l’équation (11) ; par conséquent la ligne de contact cher- 


chée sera représentée par le système 
Lo, (@—0 +0 + JE — 0; 


alors, en prenant ces deux équations pour tenir lieu de 
F — o et F,— o, on achèvera le calcul ainsi qu’on l’a 


dit au n° 287. 
13... 
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293. Si la surface L = o est un ellipsoïde représenté par 
Az? + A7 + A = 1, 


la courbe de contact sera déterminéo par cette équation jointe 
à la suivante 


(12)  Ax(x — a) + A‘y(y — D) + A"z(3 — c) == 06 
mais celle-ci, combinée avec la première, donne 
(13)  Aax + A'by + Â"cz = 1, 


ainsi nous pouvons employer (12) et (13) pour définir la ligne 
de contact. 

Cela posé, il faut exprimer que la génératrice à toujours un 
point de cominun avec cette courbe, en éliminant x, y,zen- 
entre les équations (12), (13) et les suivantes 


x—a—= az — cc), y — b = Ez — c): 


or, si l’on substitue d’abord les valeurs des seuls binomes x —a 
et y — b dans (12), cette équation deviendra 


(14) Aux + A'6yY + A'z = 0; 


et alors l’élimination de x, y, z entre (13), (14) et les équa- 
tions de la droite s’effectuera aisément, et donnera la con- 
dition 


(Aa? MAT (Aa A'D?4 A'c— 1) —(Aax+A'bC + Ac). 


Il este maintenant à substituer ici les valeurs de « et 6, ti- 
rées des équations de la génératrice, ce qui donne ma 
surface conique demandée, 


[AG — 0) A (7 — 0) A(E— 0) ] (Aa AS + Aer) 
— [Aa(x—a)+ A'd( TE) + A'c(z—c)]; 


mais si l’on observe que le second membre peut s’écrire 
[(Aazx + A'by + A'cz — 1) — (Aa? + A’D°7 + Ac? — j)}, 


puis, si l’on développe le carré de ce binome, et que l’on 
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transpose les deux derniers termes dans le premier membre, 
l'équation du cône deviendra, après quelques réductions 
évidentes, 


(Az? + A7 Ag — 1) (Aa + AD + Ac — 1) 
— (Aax + A'by+ À"cz— 1}. 


Sous cette forme, on voit manifestement que le cône touche 
l’ellipsoïde le long de la courbe plane représentée par l’équa- 
tion (13). D'ailleurs en appelant S la longueur de la droite qui 
joint le centre de l’ellipsoïde avec le sommet du cône, et R la 
portion de cette ligne qui forme un demi-diamètre de l’ellip- 
soïide, on trouvera aisément que le coeflicient constant du 
premier membre a pour valeur 


Aa + AD E A" — 1 — 


294. SURFACES DE RÉVOLUTION. On les définit ordinairement 
comme produites par le mouvement d’une courbe MM’, qui 
tourne autour d’un axe fixe AC, de telle sorte que chaque 


point M décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à 


l’axe , et dont le centre est sur cet axe : cette génératrice MM” 
ne coïncide avec le méridien de la surface, qu’autant qu’elle 
est tout entière située dans un plan passant par AC. Mais, 
d’après cette définition , les surfaces de cette classe n’admet- 
traient point une génératrice d’une espèce constante, puisque 
la courbe MM’ changera avec chaque surface individuelle; au 
lieu que si‘/’on regarde la surface comme engendrée ur 
cercle CM, dont le centre se meut sur AC, tandis que son plan 
reste perpendiculaire à cet axe, et dont le rayon croît ou décroit 
de manière que la circonférence rencontre toujours la courbe 
MM’, alors le cercle mobile devient une génératrice d’une es- 
pèce constante et commune à toutes les surfaces de révolution, 
et la ligne MM n’est plus qu’une directrice variable qui dis- 
tingue chaque surface particulière. Exprimons donc par l’a- 
nalyse ce second mode de génération , qui d’ailleurs est une 
suite nécessaire de la définition primitive. 


Fic. 32 
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295. Représentons [a directrice MM’ par 


FE, TS) — ee FF CRT 52) — O;, 


et l’axe de révolution que nous supposons mené d’un certain 
point (a, à, c) dans une direction connue, par 


T—a—m(z—.c), y — b = n(z — c); 


alors un quelconque des parallèles de la surface pourra être 
regardé comme l'intersection d’un plan perpendiculaire à l’axe 
AC, avec une sphère dont le centre serait sur cette droiïte; par 
conséquent ce cercle aura des équations de la forme 


(15) mx + ny + z—=6C, 
G6) œ@— a +y—-N+G—dæe. 


Cependant, pour qu’il soit véritablement un parallèle de la 
surface , il faut y ajouter une relation 


= @ (a) 


propre à exprimer que ce cercle a , dans toutes ses positions, un 
point de commun avec la directrice MM”, et cette relation 
s’obtiendra, comme nous l'avons dit, en éliminant x, y, z 
entre les quatre équations (15), (16), F—0o et F, — o. 
Cela posé , il restera à éliminer « et 6 entre les trois équa- 
tions de ce parallèle, et l’on obtiendra pour la surface de 
re oons 


(7) z Me sn cet crea + (— c}T 


296. Lorsque l’axe de révolution est pris pour l'axe des z, 
Onam—o,n—o;et comme alors on peut placer le centre 
(a, b,c)dela re à l’origine même , l’équation précédente 
se réduit : à 


z = Q{x + y +»), 


laquelle pourra toujours être ramenée à la forme 


3 = Ada + y); 
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mais dans ce cas particulier, qui arrive fréquemment, il est 
plus simple de regarder immédiatement chaque parallèle 
comme l'intersection d’un cylindre droit avec un plan per- 
pendiculaire ; c’est-à-dire de prendre, au lieu des équations 
(18) et (16), les suivantes | 

2 = Gym y =; 
et en y joignant toujours la relation 6 —9 (x), qui s’obtiendra 
comme ci-dessus, on arrivera directement à 
3 —= Q(2? + 7°). 
297. Prenons pour exemple la surface décrite autour de l’axe 
OZ, par la droite quelconque 
T—= Az +h, 7 = Bz + k. 


Ces équations, qui remplacent ici F — 0, F, = o, étant com- 
binées avec celles d’un parallèle 

26, 2 +ÿ a, 
donneront, par l'élimination des coordonnées, la relation 


(A6 + h} + (BE H AY = #; 


et si entre les trois dernières équations, on élimine wet6, on 
trouvera pour la surface demandée 


(Az + À} + (Bz + 4} = 2° + 7", 
ou bien \: 


at + y? — (A? + B)z — 2(Ah + Bk)z = h° + ke, 


résultat qui appartient évidemment à un hyperboloïde à une 
nappe dont le centre situé sur l’axe OZ, est facile à détermi- 
ner. Au surplus, si l’on conçoit qu’on ait pris pour axe des x 
la plus courte distance de l’axe de révolution à la droite mo- 
bile, celle-ci se trouvera parallèle au plan YZ , et il faudra po- 
ser dans ses équations À = 0, À — 0; de sorte que l’équation 
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de la surface devenant 


x? + 7° Euh: B°z° —— Len 


se trouvera rapportée à son centre. D'ailleurs on voit que le 
méridien de la surface est effectivement une hyperbole 


dont le demi-axe réel est la quantité À qui mesure ici la plus 
courte distance des deux droites données (*). 


208. Nous ne nous arrêterons point à appliquer cette mé- 
thode à un méridien elliptique , tel que 


+? z? 
O0, —+——=I L 


ou à une hyperbole, une parabole; car on retrouverait ainsi 
l’ellipsoïde , l’hyperboloïde.... de révolution : mais nous 
considérerons plutôt la surface annulaire produite par un cercle 
tournant autour d’un axe OZ qui, sans passer par le centre, 
estnéanmoins situé dans le plan de ce cercle : c’est le Zore, 
qui se rencontre dans plusieurs épures de Géométrie descrip- 
tive. Représentons donc ce méridien circulaire par 


=, w—l} + z = K”, 
puis combinons ces équations avec celles d’un parallèle 
26, +Y =, 
pour éliminer x,7, z, et nous obtiendrons la relation 
(V/2 — De EL C1 RS: 


ensuite , éliminons # et 6 entre les trois dernières équations, et 
nous aurons pour la surface annulaire proposée 


(2 + V’x° +r)} +zr—=R. 


(*) Voyez le Traité de Géométrie descriptive, n9 140. 
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Cette équation, qui, après la disparition des radicaux, se 
trouvera du quatrième degré, mais qui peut être discutée ai- 
sément sous la forme actuelle , présentera un noyau vide au- 
tour de l’axe des z, ou bien une espèce d’entonnoir formé 
par la nappe intérieure , suivant que l’on aura 


1 ion TR 


299. Cherchons maintenant l'équation aux différences par- 


tielles des surfaces de révolution, en éliminant la fonction @ 
de l’équation 


QD) 24 mx + ny = @[(x — a) + (y — 0) + (z— cc) ]. 


Or, si l’on différentie successivement par rapport à x etz, et 
par rapport à y etz, on obtient 


p+m=fL(x— a) +2(— cp] X y, 
g+n = [27 — D +2 — cg] X ?'; 


puis, en divisant ces dernières équations membre à membre, 
il vient 

pm _xz—a+tp(z—c) 

gr  J—-b+aG—c 
d’où l’on tire 


(18) pLyr—0—n(z-c)]—q[x—a—mi{z-c)]=n(x-a)—-m(y-0). 


300. Si l’axe de révolution coïncide avec OZ, nous avons 
déjà dit (n° 296) que l’on devait annuler m, n, a, b, c; de 
sorte que l’équation précédente se réduit à 

PT — TXT = 0: 
c’est ce qu’on trouverait immédiatement en différentiant 
comme ci-dessus la dernière équation du n° 206. 

301. On pouvait arriver à ces deux résultats en exprimant 

que dans cette classe de surfaces, /a normale va toujours ren- 


contrer l'axe de révolution. Pour justifier cette dernière asser- 
tion , il suffit d'observer que, quel que soit le méridien, Île 
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plan tangent dans un point quelconque renferme nécessaire 
ment la tangente au parallèle. Or, cette droite étant évidem- 
ment perpendiculaire au rayon du parallèle et à l’axe, qui 
sont tous deux dans le plan méridien, se trouve donc per- 
pendiculaire à ce plan; d’où l’on conclut que, dans toute 
surface de révolution, Ze plan tangent est perpendiculaire 
au plan méridien qui passe par le point de contact. Il en ré- 
sulte que la normale sera contenue dans ce plan méridien, 
et, par suite. elle ira rencontrer l’axe de la surface. 

Cela posé, la normale à une surface quelconque étant re- 
présentée (n° 270) par 


g'—x+p(i—2)=0, j'—y+q(r—2) —0, 


il faudra , pour qu’elle aille rencontrer l’axe des z, que nous 
supposons l’axe de révolution, que les équations précédentes 
fournissent une mème valeur de z° quand on y posera x'=0 
et y —0; or, en égalant les deux valeurs de z' données par 
cette hypothèse, on trouve 


- —Ÿ, OU DY — 4 = 0, 


résultat identique avec l’équation citée au n° 300. On par- 
viendrait semblablement à l’équation (18), en combinant les 
équations de la normale avec les suivantes 


x — a m(s — c), ÿ —b—=n(; — c), 
qui ont servi (n° 295) à représenter l’axe de révolution dans 
une position quelconque. 
302. L’équation (18) aux différences partielles peut servir 

à reconnaitre si une surface donnée L — o est de révolution ; 
car les valeurs des dérivées p et g, tirées de 

dL du dL dL kr dL 

— — 10 _— x” 0 

dx dz P NAT ds 7 i 
devront vérifier l'équation (18), quelles que soient les coor- 
données x, y, z; par conséquent, il faudra, après cette 
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substitution, égaler à zéro les coefliciens des diverses puis- 
sances de ces coordonnées, ce qui fournira entre les cons- 
tantes inconnues m,n, a, b, c un certain nombre d’équa- 
tions, qui devront s’accorder pour que la surface soit de 
révolution. Cette marche, appliquée à l’équation générale du 
second degré, ferait retomber sur les conditions que nous 
avons obtenues autrement dans les n°* 253 et suivans. 

303. Lorsqu'au lieu de donner immédiatement la généra- 
trice d’une surface de révolution, c’est-à-dire la courbe MM’ 
qui est véritablement Za directrice du cercle mobile, on exige 
que la surface cherchée soit circonscrite à une surface connue 
L= 0, il faut encore commencer par déterminer la ligne de 
contact. Or, en chaque point de cette courbe, le plan tangent 
sera évidemment commun aux deux surfaces ; ainsi les déri- 
vées pet g, déduites de L=o, et substituées dans l’équa- 
tion (18), devront la vérifier, du moins pour tous les points 
de cette courbe; donc, après cette substitution , l’ensemble 
des équations (18) et L— o représentera complètement la 
ligne de contact, et, en la prenant pour la directrice de la 
surface de révolution, on en fera le même usage que des 
équations F=—0, F;,— 0 du n° 206. 

Effectuons les calculs pour le cas où l’axe de révolution 
coïncide avec OZ, et où par conséquent l'équation (18) se 
réduit à 

RTS, Re TRAME 
en y substituant les valeurs de p et de q, tirées de L =o qui 
donne 


dE al dE eat 
ÉCART im 


on obtiendra pour les équations de la ligne de contact 


dL dL 


D 10; He ro ego ren 


304. Par exemple, daus un ellipsoide dont les diamètres 
principaux seraient parallèles aux axes coordonnés, la courbe 
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de contact serait représentée par le système 
A(x— a} + A'(y —0) + A'(z—c) = 1, 
(A — A") xy — Aay +A'bx = 0. 


Cette ligne serait donc ici à double courbure ; mais si A=A", 
l’ellipsoïde devient lui-même de révolution, et la dernière 
équation se réduisant à 


l'ab 
d'un 


elle représente un plan passant par l’axe OZ et le diamètre 
vertical de l’ellipsoïide : par conséquent, la ligne de contact 
ne sera autre chose qu’un des méridiens de cet ellipsoïde, et 
en tournant autour de OZ, elle engendrera une surface annu- 
laire différente de celle du n° 208. 

Si l’on veut achever le calcul, on combinera les équations 
de ce méridien elliptique 


o b 
A (œ— a) + A(y 6) + AG =1, y=ie 
avec celles d’un parallèle 


Mes à (lil, 


pour en éliminer x, y, z, et l’on trouvera entre & et 6 la re- 
lation 


AV ai D} + AC — c} = 1, 


dans laquelle nous avons posé D — Va + b; puis, en y 
substituant les valeurs de & et 6, il viendra pour l’équation 
de cette surface annulaire à méridien elliptique 


A(D + ÿ/x & y) + A"(2 — ©} — 1. 


305. SURFACES coNoïDEs. On appelle ainsi les surfaces en- 

gendrées par une droite mobile assujettie à rester parallèle à 

un plan donné, et à s’appuyer constamment sur UNE DROITE 
Fic. 30. fixe OA et sur une courbe quelconque DM. Nous prendrons 
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toujours le plan directeur pour le plan coordonné XY , eten 
coupant les deux directrices par divers plans horizontaux, 
puis joignant par des droites les points de section correspon- 
dans Cet M, Cet M’,... on obtiendra autant de positions 
de là génératrice. La surface sera nécessairement gauche 
(n° 273); car la droite CM, en passant à une position infini- 
ment voisine CM’, peut être censée glisser sur la tangente 
TMM’. Ainsi, pour que CM et CM’ fussent dans un même 
plan, il faudrait que TM et OA se trouvassent aussi dans un 
seul plan, circonstance qui ne saurait arriver, du moins pour 
toutes les tangentes , sans que la courbe DM ne soit tout en- 
tière dans un même planavec OA; mais c’est là une hypothèse 
qu’il faut évidemment exclure, puisque alors le conoide se 
réduirait à un plan unique. 

306. Comme la droite OA rencontrera nécessairement le 
plan directeur XY, nous pouvons placer l’origine des coor- 
données à ce point de section (au surplus, pour une origine 
quelconque, on changera dans le résultat définitif, x et y en 
x — het y — À); et les deux directrices données seront re- 
présentées par les équations suivantes : 


COPA EEE PT TRE, 
OM mir 0 Er, 4.2) —> 0, 


La génératrice, qui doit être parallèle au plan XY , aura des 
équations de la forme 


ARE IN EP PNA ES RS PER 
mais d’abord il faut y ajouter une condition qui exprime 
qu’elle rencontre toujours OA : par conséquent, éliminons 


x, ÿ,z entre les quatre équations de ces deux droites, et il 


viendra 
né — am6 + y. 


Cette relation détermine déjà une des trois constantes arbi- 
traires, y par exemple, en fonction des autres; et si l’on en 
profite pour éliminer immédiatement ce paramètre, les 
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équations de la génératrice deviendront 
(CM) z=6, y — n = «(x — mô). 


Ensuite, il faut exprimer que cette dernière droite s'appuie 
constamment sur DM, ce qui s’exécutera en éliminant x, y, 
z entre les deux dernières équations et celles de DM ; et l’on 
obtiendra ainsi une nouvelle relation 


6 = P (æ);, 


qu’il faudra joindre aux équations de CM. Enfin, si l’on 
élimine + et 6 entre ces trois dernières équations, il viendra 
pour la surface conoïde 

ag) 2 = (27), 

307. Le conoïde est appelé droit, lorsque la directrice 
rectiligne OA se trouve perpendiculaire au plan directeur 
assigné; alors cette droite OA peut être nommée l’axe du 
conoïde, et puisqu'elle coïncide avec OZ, il suffira de poser 
m=—oet n—= 0 dans l’équation générale (19). Mais comme 
ce cas particulier se présente fréquemment, nous observerons 
qu’il est plus simple alors de prendre immédiatement les 
équations de la génératrice sous la forme 


parce qu’ainsi on exprime déjà qu’elle rencontre l’axe OZ du 
conoïde ; il reste donc à écrire qu’elle rencontre aussi la se- 
conde directrice DM, ce qui donnera, comme ci-dessus, une 


certaine relation 
6 — (a); 


puis, en éliminant #et6 entre ces trois équations, on aura 


= 6 (5) 


On doit même remarquer que le conoïde oblique pourrait 


pour le conoïde droit 
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aussi être présenté sous cette forme, en prenant la directrice 
rectiligne OA pour l’axe des z, et traçant à volonté les deux 
autres axes OX, OY dans le plan directeur; car pour de tels 
axes obliques, les équations de la génératrice seraient encore 


2-6, Nb t 7 2 


308. Prenons pour exemple le conoïde de la voûte d’arète 
en tour ronde, engendré par une horizontale qui s’appuie 
sur OZ et sur une ellipse BCD , dont le centre est sur OX, et Fre. 37 
dont les deux diamètres principaux sont parallèles aux axes 


OY , OZ. En posant OA — 7, AB—b, AG —c, les équations 
de l’ellipse seront 


é Là rer 
en les combinant avec 
PA, = és J —= ax; 


pour éliminer x, y, z, on obtient la relation 


a? {> 62 je 


puis éliminant # et 6 entre les trois dernières équations, il 
vient 


Py* z? c? l 


PT JR LE NUL er MIN (er 2): 


Lorsque l’on coupera cette surface par divers plans parallèles 
à YZ, tels que x —#, on obtiendra évidemment des ellipses 
ayant toutes un axe vertical de grandeur constante, et qui 
À Ce. 

deviendront des cercles quand on posera x = + Z- Si l’on 
choisit les plans sécans parallèles à XZ , on trouvera des cour- 
bes du quatrième degré, faciles à discuter, et qui admettent 
deux asymptotes parallèles à OX. 

309. Dans la voûte d’arète en tour ronde, on adopte sou— 
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vent pour le cintre de la porte (*), la ligne à double courbure 
formée en enroulant sur le cylindre vertical du rayon AO=!/, 
le plan de lellipse BCD , sans altérer la hauteur des divers 
points de cette courbe. Alors, si l’on compare deux points 
(x, J 2), (x', .7', 2) situés à la même bauteur sur l’ellipse 
et sur le cintre à double courbure, on aura évidemment 


be y——© 
r+yt= EP, = lsin?, s=-Ve—r, 


attendu que nous comptons les sinus dans le cercle qui a 
pour rayon l’unité (voyez n° 310). Par conséquent, en élimi- 
nant l’ancienne coordonnée ÿ, les équations du cintre seront 


; , . (by 
DER OMS ETES NES N'a le V/c° 2); 
si donc on les combine, en supprimant les accens, avec 
LA ES: JS = «T;, 
on obtiendra la relation 
œ É b 1 EAP 
(Pansrren = Sin (5 V/c? = a); 

1 + æ 
et enfin, l'élimination de # et 6 entre les trois dernières, 
donnera pour l'équation du conoïde, 


sf b 
DEA = SiIn| — Ve? Fe a) 
Ve +7 é 
Les sections faites dans cette surface, par des cylindres 
concentriques avec OZ, seraient encore des ellipses enroulées 
sur ces cylindres, comme on le verra aisément en posant 


x? + y = y. 


(*) Voyez la Géométrie descriptive , n° 630, où nous avons donné aussi 
les équations des courbes remarquables suivant lesquelles ce conoïde traverse 
le tore qui recouvre le berceau tournant. 
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310. Dans l’escalier dit vis à jour, lorsque le noyau vide 
est circulairé, la surface inférieure est encore un conoïde en- 
gendré par une droite horizontale qui s'appuie constamment 
sur une hélice et sur l'axe vertical du cylindre droit où est 
tracée cette courbe. Or, d’après la définition d’une hélice (”), 
les ordonnées verticales sont proportionnelles aux abscisses 
curvilignes comptées sur la base du cylindre, à partir du 
point où l’hélice coupe cette base; si donc on fait passer 
l'axe OY par ce point, qu’on adopte pour OZ l’axe du cylin- 
dre, et que l’on désigne par s l’arc de la base qui répond à 


un A quelconque (æ, y, 2) de l’hélice, on aura les rela- 
tions 


2 EE 2 —— z Ha k 
TN ARS Ti NSINS, CRC 
parce qu’en appelant le pas de l’hélice, l’ordonnée z — A 
doit correspondre à l’abscisse s—= 27R. Mais ici s et sin s dé- 
signent un arc et un sinus comptés dans le cercle du rayon R; 
pour les ramener, suivant l’usage, à être mesurés dans le 
cercle dont le rayon épalerait l’unité, on observera qu’en 


appelant 6 un arc compté dans te dernier cercle, et semblable 
à s, on aurait 


s — KR, ss = Rsino — = Rsinÿ; 


de sorte que les trois équations primitives deviendront 


Z h 


HS 
TRY = À, x = Rsin =, Du pt 


et si, entre ces dernières, on élimine l’arc s de la base, on 
aura pour représenter les trois projections de l’hélice, 


ce + y =, æ = R sin (Æ), Jr =R cos (2) - 


(*) Voyez la Géométrie descriptive, no 446; et l’épure 126, qui repré- 
sente l’hélicoïde gauche dont il s’agit ici. 
14 
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De ces équations, deux suflisent toujours; ainsi, en adop- 
tant les premières, et les combinant avec celles de la 
droite mobile 

20, his Es 


nous obtiendrons la relation 


: = sin ( 2 \ 
Wait 0 5); 


puis éliminant æ et 6 entre ces trois dernières équations, 
il viendra, pour la surface de l’hélicoide gauche, 
? ÿ 


TX s (2 :) à x A ( ) 
—— — T— u —-—=tans (27- | 
Va + 7° k?? sf AV 

Observons que cette surface rampante est aussi celle qui 
termine le filet d'une vis rectangulaire. 


311. Cherchons maintenant l'équation aux différences 
partielles des surfaces conoïdes , afin d'éliminer de lé- 


quation 


CT —È 23 


la fonction @, qui change avec la forme de la directrice 
curviligne ; car quant à la première directrice , elle est de 
forme invariable, et toujours rectiligne dans tous les co- 
noïdes. Différentions donc l'équation (19) d’abord par rap- 


port.a æx et z, et ensuite par rapport à 7 et z, et nous 
aurons 


_ (= ng) (— m2) + mg(y — ) 


(x — mz)° 


puis, en divisant ces résultats l’un par l’autre, la fonction g’ 
disparaît, et il vient 
su __p(ny — nx) — (y — n2) 
gny — nx) + (x — ma)’ 
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d’où l’on tre enfin 


(20) p(x— mi +g(r — nm) =o. 


Lorsqu'on prend. la directrice rectiligne pour axe des z, 
cette équation se réduit à 


pz + qy = 0. 


312. Quelquefois, au lieu d’assigner la seconde direc- 
trice du conoïide, on exige qu'il soit circonscrit à une 
surface donnée L = 0 ; alors il faut d’abord chercher la 
ligne de contact par le même principe que nous avons 
déjà employé dans plusieurs cas semblables (n°° 285 et 292), 
c’est-à-dire exprimer que l'équation générale (20) est sa- 
tisfaite par les valeurs des dérivées p et g déduites de 
, — 0. Ainsi, la courbe de contact se trouvera détermi- 
née par le système des deux équations 

pt G— m9 À + = 0) D = 0 


lesquelles tiendront lieu de F—0, F, = o, employées 
n° 306. 

318. Si, par exemple, la droite mobile doit s’appuyer 
sur OZ, et toucher constamment lellipsoïde 


À (x — a} + Ay° + Az = 1, 
la courbe de contact sera représentée par l’équation pré- 
cédente, jointe à celle-ci, | 
Az (x — a) + Ay = 0; 
or ce système équivaut au suivant, 
Ax? — Aax + A7? = 0, 
- Az? — Aax — 1 — Aa. 


Ainsi la courbe de contact a pour projections une ellipse 
et une parabole; et il sera aisé maintenant de trouver l’é- 


quation du conoïde qui passerait par cette courbe. 
14.. 
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314. En terminant ce qui regarde les surfaces détermi- 
nées par une seule directrice, nous observerons que quand 
il s’agit de faire passer une de ces surfaces par une courbe 
donnée 


F (x, 7, 3) = 0, FOUT eee 10, 


et que l’on veut partir immédiatement de l’équation gé- 
nérale du n° 279 


(6) v — @ (u), 


propre à la famille de surface en question, les quantités 
u et v sont alors des groupes connus en x, y, z, et il 
s’agit de déterminer la fonction g de manière que l’équa- 
tion (6) se trouve vérifiée d’elle-même en y substituant 
les valeurs de deux des coordonnées, 7 et z par exemple, 
tirées de F—oet F, — o. Pour cela, il suffit d’égaler le 
groupe uw à une quantité unique «, et d'éliminer x, y, z 
entre les quatre équations 


U=, 4, Ve. qe), °F, 0, F0: 0 
on sera ainsi conduit à une équation de forme connue 


f [«, @ («)] 5 0) 


qui, si on la résolvait par rapport à @ (x), ferait connaitre 
la manière dont @ («) est composée avec «, et par conséquent 
aussi la forme de @ (4): mais, sans résoudre l’équation pré- 
cédente, il n’y aura qu’à y substituer pour « et @ (+) leurs 
valeurs u et v, et l’on aura pour l’équation de la surface 
particulière que l’on cherchait 


LOUE P) 10! 


Au reste, cette marche s'accorde évidemment avec celle 
que nous avons prescrit de suivre, au n° 279, dans chaque 
exemple particulier. 
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CHAPITRE XV. 
Des Surfaces réglées, gauches ou développables. 


315. Jusqu'à présent les surfaces que nous avons étudiées 
n’admettaient qu’une seule directrice, ou si, comme dans les 
conoïdes, il y avait deux directrices, l’une était de forme 
constante pour toutes les surfaces de cette famille, et l’autre 
variait seule avec ces diverses surfaces ; aussi l’équation finie 
v = 9 (u) du n° 279 ne renfermait qu'une fonction arbitraire, 
et par suite l'équation aux différences partielles, indépendante 
de cette fonction, ne s’élevait qu’au premier ordre, comme 
on l’a vu dans les divers exemples précédens. Mais quand on 
assigne plusieurs directrices, l’équation de la surface ren- 
ferme un pareil nombre de fonctions, ainsi qu’il résulte de 
la méthode indiquée n° 278, et l’équation aux différences 
partielles est d’un ordre élevé , lequel surpasse en général le 
nombre des fonctions arbitraires ; car s’il s’agit, par exemple, 
d’une équation où entrent deux fonctions @ et 4, en diffé- 
rentiant deux fois, on se procurera en tout six équations, 
qui ne sufliront pas ordinairement pour éliminer @, @', @” 
et Ÿ, Ÿ’, Ÿ”; tandis qu’elles seront suffisantes dans certains 
cas, suivant la manière dont ces fonctions entreront dans 
l'équation primitive. C’est ce qui va se vérifier dans les ques- 
tions suivantes, où nous nous bornerons toutefois à traiter des 
surfaces réglées, c’est-à-dire de celles qui ont pour généra- 
trice une ligne droite. 


316. DE LA SURFACE GAUCHE engendrée par une droite qui 
glisse sur deux directrices quelconques (D) et (D), en res- 
tant constamment parallèle à un plan fixe. 


Fic. 33. 
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Nous regarderons ce plan directeur comme étant le plan 
horizontal des x, y, et, pour construire la surface, nous 
couperons les courbes (D) et (D’) par divers plans horizon- 
taux; puis en joignant les points de section correspondans 
par des droites, nous obtiendrons autant de positions MN, 
M'N’ ,... de la génératrice. La surface sera gauche, en 
général ; car lorsque la droite mobile passe, en s'appuyant 
sur les courbes (D) et (D’), de la position MN-à la po- 
sition infiniment voisine M’N’, elle peut être censée glisser 
sur les tangentes MM'T, NN'V, qui ont avec ces courbes 
un élément de commun. Par conséquent, à moins de sup- 


poser que les directrices aient été choisies d’une manière si 
q 


particulière, que leurs tangentes, pour des points situés à la 
même hauteur, se trouvent toujours deux à deux dans un 
même plan, il n’arrivera pas non plus que les positions con- 
sécutives MN, M’N’ ..... de la génératrice puissent remplir 
cette condition; ainsi elles formeront une surface gauche 
(n° 273). 

Les conoïdes et le paraboloïde hyperbolique sont évidem- 
ment des cas particuliers de ce genre de surface. 

317. Les équations de la génératrice seront ici de la 
forme 

CARE PO ANS e PE 


mais en exprimant que cette droite s'appuie constamment 
sur les directrices (D) et (D), on trouvera, comme nous. 
l’avons dit au n° 278, deux relations telles que 


Da, C,» =0, Fe, €, y = 0, 
que l’on peut concevoir réduites à la forme 
C— (a), y = Ÿ (a). 


Si donc on élimine 2,6, y entre ces dernières équations et 
celles de la génératrice, on aura pour l’équation générale des 
surfaces de cette famille 


(G) = x? (2) + Ÿ (2) ou 3 =" 29, (2) + 7h 
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Cette dernière forme , que l’on déduit aisément de la première, 
est plus symétrique , mais moins simple par rapport aux cal- 
culs qui vont suivre. 

315. Pour obtenir l’équation aux différences partielles, 
indépendantes des fonctions @ et +, différentions la for- 
mule (1) successivement, par rapport à x et à y; il vient 


e(z) + xp (2)p + d')p, 
xg'(2)79 + Ÿ(29; 


d’où l’on conclut, par la division, 


O 


I 


By 
q 


Comme il est arrivé ici que les fonctions g’, , 4’ sont dis- 
parues à la fois , il suflira de descendre jusqu’au second ordre 
pour éliminer celle qui reste. Si donc, en adoptant les nota- 
tions habituelles, 


— (2). 


dia soin, d’z aies dan. 
dt on ldrdEnE 9 de | 


on différentie l'équation du premier ordre, successivement 


par rapport à x et à y, il viendra Res 
l— ps É $— pt ; 
= —e Gp, . = — 9 (2)g; 


puis, en divisant ces résultats lun par l’autre, on obtiendra 
pour l'équation commune à toutes les surfaces de ce genre, 


(2) gr — 2pqs + p't = 0. 


319. Prenons pour exemple la surface engendrée par une 
droite mobile qui, demeurant horizontale, s'appuie cons- 
tamment sur l’ellipse et sur le cercle représentés par 


(D) x = h, PIREREUT 


(D”) CRU Hz = ci, 
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Si Fon combine les équations de la génératrice 


let) J = Cx + y, 


successivement avec celles des deux directrices, on obtiendra 
les deux relations 


Ch 2 a 
Le +S=:1, (CA Hy) + ac, 


et il s’agira d’éliminer &, 6 , y entre les quatre dernières équa- 
tions ; or, si d’abord on élimine # et y, il vient 


b,,-—— | —_——— 
Cha) +r= Ver, Ga +r= Vs, 


d’où il résulte, en éliminant 6 entre celles-ci, 


su Lier sie 
G Gr VE = Ga) (r ve —*). 


Cela posé, si l’on conserve aux radicaux des deux membres 
le même signe , ce sera exprimer que la droite mobile glisse 
sur les deux courbes, en passant toujours par deux points 
situés d'un même côté du plan XZ ; car ces radicaux sont les 
valeurs de l’ordonnée y dans les deux courbes; alors l’équa- 
tion (3) se réduit à 


(h— key = [Kb — 0) x + ch — DE] Ve —2, 


qui représente le même conoïde que nous avons déjà consi- . 
déré n° 308. En effet, on doit apercevoir qu’ici toutes les gé- 
nératrices iront percer le plan XZ en des points situés sur une 
même verticale placée en dehors des deux courbes ; par con- 
séquent, la question peut être réduite à faire glisser la géné- 
ratrice sur cette verticale et sur l’ellipse. 

Lorsqu'on adoptera des signes différens pour les radicaux 
de l’équation (3), elle conduira encore à un conoïde ana- 
logue, mais dont l’axe sera entre les deux courbes, parce 
qu’alors on exprimera que la génératrice traverse le plan XZ 
entre les deux points où elle s’appuie sur les directrices. 
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Observons que si avant d'éliminer 6, on n'’eût pas résolu 
les deux équations qui contenaient cette indéterminée, on 
serait tombé sur une équation du huitième degré, qu'il aurait 
fallu ensuite décomposer en deux facteurs, pour y recon- 


naître les deux surfaces distinctes que nous venons de Si 
gnaler. 


320. DE LA SURFACE GAUCHE engendrée par'une droite assu- 
jettie à glisser sur trois directrices quelconques (D) , (D'), (D). 

Observons d’abord que le mouvement de la génératrice 
est complètement réglé par ces conditions. En effet, si, après 
avoir pris sur la première courbe (D) un point quelconque M, F16.33- 
on imagine deux cônes ayant ce point pour sommet commun, 
et pour bases, l’un la courbe (D”) l’autre la courbe (D), ces 
deux surfaces coniques ne pourront se couper que suivant 
une ou plusieurs droites, qui satisferont évidemment à la 
condition de s'appuyer sur les trois directrices; et pour 
chaque point M”, M”..., pris sur la courbe (D), on ob- 
tiendra des résultats analogues. Cela posé, si, parmi toutes 
ces droites, on ne considère d’abord que celles qui se rap- 
portent à une même nappe de la surface, c’est-à-dire qui 
passent par des points voisins les uns des autres sur chaque 
directrice, on reconnaîtra que le mouvement de la géné- 
ratrice, en glissant du point M aux points M', M"....., 
est unique et complètement déterminé. 

321, La surface ainsi obtenue sera gauche en général ; 
car lorsque la génératrice passe de la position AMNR à ja 
position infiniment voisine A'M’N’R’, elle peut être regardée 
comme glissant sur les trois tangentes MT, NV, RU, qui 
ont chacune un élément de commun avec la directrice cor- 
respondante; ainsi, à moins de supposer que ces directrices 
aientété choisies d’uneïmanièresi particulière, que pour chaque 
système de points (M, N, R), (M’,N’, R’)...., situés en ligne 
droite, les trois tangentes sont toujours dans un mème plan, 
il n’arrivera pas non plus que les génératrices consécutives 
AM et A'M’ remplissent cette condition , et par suite la surface 
sera gauche (n° 273). 
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L’hyperboloïde à une nappe est évidemment un cas très 
particulier des surfaces dont nous nous occupons; c’est 
celui où les trois directrices sont rectilignes. ( 7’oyez n° 149.) 

322. Dans le cas général, la génératrice n’ayant à remplir 
d’autre condition commune à toutes les surfaces de cette fa- 
mille, que d’être rectiligne , ses équations contiendront qua- 
tre paramètres arbitraires, et seront de la forme 


TX — az + y, y = Cz + à; 


mais il faudra y joindre les conditions propres à exprimer 
que cette droite a toujours un point de commun avec chacune 
des directrices (D), (D), (D), ce qui fournira, comme nous 
Javons vu n° 278, trois relations entre #, €, y, d, lesquelles 
peuvent être censées ramenées à la forme 


la), = Ÿ(), À= 7T(a); 


puis il resterait à éliminer «, €, y, d'entre les cinq équations 
précédentes. Or, si d’abord on substitue pour 6, y, à leurs 
valeurs, il vient 


4) z=a+d(), (6) 7 = 0 + s(); 


et quant à +, on ne peut l’éliminer sans déterminer la forme 
des fonctions, c’est-à-dire sans particulariser les directrices 
(D), (D), (D’); de sorte que pour conserver au résultat 
toute sa généralité, et le rendre applicable aux diverses sur- 
faces de cette famille , il faut garder le système des deux équa- 
tions (4) et (5), en y considérant + comme une indéterminée 
qu’on devra éliminer plus tard, quand la forme des fonctions 
aura été fixée dans chaque eff e: Au surplus, il est évi- 
dent que, sous ce point de vue, le système (4) et (5), équi- 
vaut à une seule équation en x, y, 2. 

323. Si l’on voulait obtenir l'équation aux différences par- 
tielles, indépendante des directrices , il faudrait, en différen- 
tiant le système (4) et (6) , se procurer assez d'équations 
pour pouvoir éliminer #, $, Ÿ, 7 et leurs dérivées succes- 
sives. On y parviendrait ici en descendant seulement jusqu’au 
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troisième ordre ; mais comme le résultat est assez compliqué, 
et que nous n’aurions pas l’occasion d’en faire usage, nous 
renverrons à l’Ænalyse appliquée de Moxce, où cet auteur 
parvient au même résultat par d’autres considérations. 

324. Prenons pour exemple la surface de la petite voüte 
que l’on nomme le Biais passé. Sur les côtés opposés d’un 
parallélogramme horizontal ABDC, on a décrit deux demi- 
cercles verticaux , et l’on assujettit une droite mobile MNP à 
glisser sur ces deux circonférences et sur la ligne OY'menée 


par le centre du parallélogramme, perpendiculairement aux 


plans des cercles. Si Fon prend pour axes cette directrice 
rectiligne OY , la verticale OZ et la droite OX perpendicu- 
laire aux deux premières, les équations des trois directrices 
seront 


Lie 10e 2e 0 
VIS T0 (x — a) + z = R°, 
YF = + 06, (x + a} + 2 = R°. 


La génératrice aurait, dans ses équations , quatre constantes 
arbitraires ; mais si, pour abréger les calculs, nous représen- 
tons immédiatement cette droite par 
_…— / D'AIER e . 
(6) x—a(y — 6), (D 2=7(7 16); 


on voit qu’elle remplit déjà la condition de rencontrer l’axe 
OY, et l’un des paramètres se trouve par là éliminé de 
suite. Il reste à exprimer que cette droite mobile s’appuie 
sur chacune des circonférences, ce qui fournira les rela- 
tions 


(8) [at + €) + af + y (b + 6 
(9) [ae —6) +aF +» —c) 
lesquelles donnent, par la inactiod: 
C(be + ax + by) = 0: 


On pourrait satisfaire à cette condition par 60; mais 


Î 


R?, 
K?, 


Îl 


Fic. 38: 
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cette hypothèse exprimerait que la droite © et (7) passe 
constamment par l’origine, et décrit un cône en s’appuyant 
sur la moïtié supérieure d’un des cercles, et sur la moitié ën- 
Jérieure de autre. Or, cette manière de remplir les condi- 
tions analytiques du problème ne saurait convenir à la voûte. 
en question; c’est pourquoi nous supprimerons le facteur 
C0, qui, combiné avec (6), (7) et (8), ferait tomber sur 
l'équation de ce cône oblique, et nous garderons seulement 
la relation 


(10) # + y + tels 


en vertu de laquelle Ia formule (8) se réduit à 
(11) (D — C*) au — D(R? — a). 


Cela posé, il s’agit d'éliminer #, 6 , y entre les deux relations 
(10), (1r) et les équations de la droite mobile. Or, si de. 
ces dernières on tire æ et y pour les substituer dans (10), on 
trouvera 
qu pe a BR) VU ee dde 
ax br? + 2) 


et enfin, ces valeurs de # et de '$, transportées dans (11), 
donneront pour l’équation de la surface 


Cr 48 CN rpz HAT ppp a) a° LE), 
ou bien 


(2) faxy +6 (x +2) = 0 Rx Æ 0? (R° — a°) 22, 


Cette surface, qui est nécessairement gauche, a pour centre. 
l’origine actuelle des coordonnées, puisque son équation ne 
renferme que des termes de degré pair ; et d’ailleurs le plan 
des (x, y) est un plan principal. Les sections faites par les. 
plans coordonnés sont faciles à discuter. 

325. En considérant seulement les projections sur le plan 
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XY, des droites MNP, M'N’P’..., elles se couperont néces- 
sairement, et formeront, par leurs intersections consécutives, 
un polygone dont la limite sera une courbe, enveloppe de 
toutes ces droites, et touchée par chacune d’elles. Pour ob- 
tenir cette courbe, on joindra d’abord à l'équation 


(6) x—aæ(y — 6) 
la relation trouvée précédemment, 
(11) (b? — au —= b(R° — a); 


“et en éliminant une des constantes +, 6, on aura pour la pro- 
jection d’une quelconque des génératrices 


(13) T—-—É—= -———t; 


de sorte qu’en attribuant ici à 6 diverses valeurs arbitraires, 
on pourrait construire autant de positions de la droite mo- 
bile, sur le plan XY. Cela posé, on sait (voyez n° 340) que 
pour obtenir la courbe formée par les intersections consécu- 
tives de toutes ces droites indéfiniment rapprochées, il faut 
différentier l’équation (13) par rapport au seul paramètre va- 
riable 6 , ce qui donne 


puis éliminer 6 entre ce résultat et l’équation (13), ce qui 
conduit à | 


ra (R° ET a) ù (R° — d) so 


(14) x° HAT on 1 tete 0; 


équation d’une hyperbole dont l’axe OY est une des asymp- 
totes. 


326. LES SURFACES DÉVELOPPABLES sont encore des surfaces 
réglées (n° 274), mais pour lesquelles deux positions consécu- 
tives de la génératrice se trouvent toujours dans un méme 
plan; et cette condition est cause que deux directrices (D) Fic.34. 
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et (D’) suffisent (*):pour régler le mouvement de la généra- 
trice rectiligne. En effet, soient 


(D) le po ps (2), 
(D) x = Ÿ(z), JS = Y(), 
les équations de ces deux courbes. Si l’on prend sur la pre- 


mière un point quelconque M, pour lequel z = 4, et sur la 

seconde un point arbitraire N, pour lequel z=€, la droite 

MN sera représentée par | 

M x bras “ (€) 
Œ 


a) — Y(6C 
a 7 — & = rer G— «); 


(z — à), 


(15) — Pa) = 


mais pour qu’elle soit une génératrice de la surface dévelop- 
pable, il faut choisir le point N de manière que la tangente 
NV se trouve dans un méme plan avec MT, parce qu’alors la 
droite MN ; en passant à la. position infiniment voisine M’N', 
pourra être censée glisser sur :ces tangentes, et restera ainsi 
dans un même plan. Or, les équations ces tangentes aux 
points Met N sont (n° 265) 


MT) z—eç(@=g(@)(—a), j—2 (= 2 (x) (z— 2), 
(NV) x—4(@6—4(6) (z—E6), 7 —+4 (€) —+#(€) (:—0), 


et pour que.ces droites se rencontrent, il faut (n° 25) poser 
la condition 


(17) Sam (a) LE) HE NE) De) —aD' (2) — HE) HEY(É) 
g" (a) — 4" (©) D’ (a) — + (©) | 
Ainsi cette relation détermine € en fonction de «, c’est-à-dire 
le point N qui correspond à chaque position arbitraire de M 
sur la courbe (D). Par conséquent, si entre les équations 


(*) Quant à la construction graphique de ces génératrices, voyez la Géo- 
‘metrie descriptive, n° 180. 
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(15), (16), (17) .onélimine # et 6, on obtiendra l’équation 
de la surface développable. Cette élimination ne pourra, il 
est vrai, s'effectuer que dans chaque exemple où l’on aura 
assigné la forme des courbes , (D), (D'); et pour représenter 
généralement la surface développable, il faudrait garder le 
système des trois équations (15), (16), (17), lequel est assez 
compliqué : mais nous avons voulu seulement montrer que 
deux directrices suffisaient ici, et nous allons parvenir à un 
système général plus simple que le précédent. 

327. Puisque dans toute surface développable les généra- 
trices forment, par leurs intersections successives (n° 275), 
une courbe mm'm",.:. nommée arète de rebroussement , et Fre. 34. 
à laquelle toutes ces droites sont tangentes, on peut toujours 
regarder une surface de ce genre comme engendrée par une 
droite mobile qui reste constamment iangenie à une certaine 
courbe fixe. Soient donc 


x = @(), Y = NC), 
les équations de cette arète de rebroussement. Une de ses 
tangentes, dont le point de contact répond à z —«, sera re- 
présentée (n° 265) par 
GS) x — pt) = g"(a)(z — *), 
Gg) r—d@ = d@G— 0); 


I 


donc, en éliminant # entre ces deux équations, on obtien- 
drait celle de la surface, lieu de toutes les tangentes : mais 
cette élimination ne pouvant encore s’effectuer qu’en particu- 
larisant les fonctions @ et Ÿ ou les courbes D et D’, on gar- 
dera le système (18) et (19) pour représenter toutes les 
surfaces développables, en considérant «, dans la première 
équation, comme une fonction de æ et de y, déterminée 
par la seconde. | 

328. Cette forme permet d’arriver aisément à l'équation 
aux différences partielles ; car si l’on différentie chacune des 
équations (18) et (19), successivement par rapport à æ et à 
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J, en se rappelant que la valeur de », qui devrait être tirée 
de l’une et substituée dans l’autre, serait une fonction de + 
et de 7, on obtiendra 


A 4 d - d 
PO =F OT) +rOE-4T, 


: RAUEIS du È 
Me 7e € @ (a 0) SPORE ER 
OR = VO (r - T + VO 6 0€ 
de de 
NOR = VO (rs -S)+ VO GE. 


Mais, en supprimant les termes qui se détruisent dans les 
de 
dx 


ON soie é de 
entre la première et la troisième, puis (2 — «) 1 entre la 


deux membres de ces équations, et éliminant (7 — 4) 


deuxième et la quatrième, on obtiendra évidemment deux 
résultats de la forme 


P=f(G@), g = fit); 


c’est-à-dire où les variables x, y, z n’entrent pas explicite- 
ment. Maintenant l’élimination de + peut s’effectuer, et elle 
conduit évidemment à 


(20) p = #(9); 


qui est l’équation aux différences partielles du premier ordre 
des surfaces développables, et où il n’entre plus qu’une seule 
fonction arbitraire dépendante de la forme des directrices ou 
de l’arète de rebroussement. | 

Enfin, pour faire disparaître cette dernière trace de la sur- 
face particulière, différentions l’équation (20) successivement 
par rapport à æ et à y, et il viendra 


PS NU) S — #1 (di; 


puis en divisant ces résultats l’un par l’autre, on éliminera 
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tout ce qui dépend de la fonction +, et l’on aura 


(21) H—s = 0, 


pour l'équation aux différences partielles du second ordre, 
commune à toutes les surfaces développables. 

329. Prenons pour exemple l’hélicoïde développable engen- 
dré par une droite mobile qui reste constamment tangente 
à une hélice donnée. En disposant les axes comme dans le 
n° 310, cette courbe aura pour projections 


. (22 272 
= R sin (2), y = R cos 2): 


et la tangente au point quelconque z — x, sera représentée 


par les équations (18) et (19) du n° ie lesquelles devien- 
nent ici 


æ — Rsin 7) de  L cos (27) . (z — «), 


J — Reos (2% el Ft sin (2) . (z — «). 


Il s’agit donc d'éliminer « entre ces deux équations, pour 
obtenir le lieu de toutes les tangentes à l’hélice. Or, si on 
les multiplie respectivement par le sinus et le cosinus qui y 
entrent, et qu’ensuite on les ajoute, on aura 


. 274 27 
æ sin (27* + y cos (——}) — R; 
k k 
d’ailleurs, en élevant chaque membre au carré, et faisant 


la somme , il vient, en ayant égard à la relation précédente, 


Â r°R? 
fra 


É 


€? LE y? — R? — 


(z je æ)*. 


Maintenant, il est facile de tirer # de cette dernière équation, 
eten baltiai dans l’autre on obtient, pour l’héliçoïde 
développable, 


15 
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ER pe VERT à, 


æÆsin FRE R 


équation qui peut être résolue par rapport à z, et ramenée 
la forme 


2rRe - V/x +7 —R —R arc tang Aa PAS er pres Ver —K 
hk R°— 2° 
On voit, d’après le radical qui y rentre, que la surface 
n’aura aucuu point dans l’intérieur du cylindre sur lequel est 
tracée l’hélice, et qu’ainsi cette courbe est bien une arète de 
rebroussement pour les deux nappes de la surface, formées 
par les tangentes et par leurs prolongemens. La trace de la 
surface sur le plan des xy est donnée par l’équation 


VAF EE 
R 


x Sin ha +À.y cos 


—R, 


où l’on reconnaît la spirale, développante du cercle, en re- 
marquant que cette équation exprime que les coordonnées 
x,.Y, d'un point de la spirale, étant projetées sur le rayon 
qui aboutit au bORE où le cercle est touché par la projection 
de la tangente à l’hélice, font une somme égale à ce rayon. 
Pour étudier davantage cette surface intéressante, nous ren- 
verrons à /a Géométrie descriptive , n° 456...463. 


330. Il est une troisième manière d'exprimer la génération 
des surfaces développables; car puisque deux génératrices in- 
finiment voisines comprennent toujours entre elles un élé- 
ment superficiel qui est plan (n° 276) et indéfiniment étendu 
dans sa longueur, on peut regarder ces élémens comme fai- 
sant partie des positions successives que prendrait un plan 
mobile assujetti à se mouvoir suivant une certaine loi. Cette 
loi variera avec chaque surface développable particulière; 
mais pour qu’elle règle complètement le mouvement du plan 
et ne donne pas lieu à une infinité de surfaces, il faudra tou- 
jours (n° 250) que cette loi ne laisse qu’un seul paramètre 
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arbitraire dans l’équation du plan mobile. Par exemple, on 


pourra exiger que ce plan soit constamment normal à une 
courbe donnée 


Rat (el; Y—=E#€ (2); 


alors en prenant sur cette courbe un point pour lequel z=, 
Véquation du plan sera de la forme 


2—y—= Az fr] + Br —EF(r)]; 


puis, comme il devra être perpendiculaire à la tangente au 
point y, on aura les conditions 


APT AUL)S BARS QU 

de sorte qu’il ne restera dans son équation qu’une seule cons- 
tante arbitraire y. 

De même, si le plan mobile devait toucher à la fois les 

; P 
deux surfaces 
LA PR Tir A0 ei ParEs) Ja) Z) = 0, 

pour lesquelles nous désignerons par p,, g, et p,, 4, les 

Ô aid 7 TZ 
expressions des dérivées —, — 


FANS l’équation de ce plan aurait 
d’abord la forme 


Bin 3, = p,(x Ex TL) + CAGA — Yi); 


mais pour qu'il touche aussi la seconde surface, c’est-à-dire 
pour qu’il coincide avec le plan tangent au point inconnu 
La, Pay Z9 A faudra y joindre les conditions 


By Pl Gi ZT Pals — Gas) 
PRE Pa É Ééannt Cie 


de sorte que si, entre les six équations précédentes, on éli- 
mine cinq des quantités inconnues æ,, Yi, Zi, Las as 225 
il restera une équation de la forme 


z = ÀÂx + By + D, 
Dos 
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où tous les coéfficiens seront des fonctions connues de Ja 
seule indéterminée æx;, par exemple; et en attribuant à 
celle-ci diverses valeurs arbitraires, on obtiendra autant de 
plans qui toucheront à la fois les deux surfaces. 

On trouverait d’une manière semblable, et encore plus 
aisément, l'équation d’un plan qui devrait toucher constam- 
ment une surface unique , mais le long d’une courbe assignée 
d'avance. | 

331. Dans ces trois exemples, et dans tous les cas où le 
plan mobile ne pourra varier qu’en vertu d’un seul paramè- 
tre arbitraire, les positions successives qu’il prendra pour 
des valeurs très voisines de ce paramètre, se couperont con- 
sécutivement suivant des droites qui, deux à deux, se trou- 
veront évidemment dans un méme plan : ces droites formeront 
donc ainsi une surface développable, touchée par tous les 
plans individuels, et qui sera leur enveloppe ; en effet , elle 
aura avec chacun d’eux un élément superficiel de commun. 


332. Or, puisque dans l’équation du plan mobile 
z= Ar + By LD, 


les trois coefficiens seront des fonctions d’un seul paramètre 
arbitraire, tel que y ou x,, dans les exemples précédens , si 
l’on pose un de ces coefliciens D—&«, les deux autres, À et 
B, deviendront des fonctions connues de l’indéterminée #; 
par conséquent, l'équation! du plan mobile qui engendre 
une surface développable, pourra toujours être présentée sous 
la forme générale 


G2) 2= 4 + ze) + yY(s. 


Cela posé, pour obtenir la génératrice de la surface, c’est-à- 
dire (n° 331) l'intersection de deux positions infiniment voi- 
sines du plan mobile, il faut combiner l’équation (22) avec 
celle qu’on en déduirait, en y remplaçant æ par «+ da; or, 
comme par là le second membre augmenterait de sa diffé- 
rentielle relative à « seul , il est manifeste que l’ensemble des 
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deux équations dont nous parlons, équivaut aux deux sui- 
vantes : 


(2) 20 + xo(e) + yd(e); 
3) o=1 +20 +30. 


Ce système représentera donc telle ou telle génératrice recti- 
ligne de la surface , selon la valeur particulière qu’on voudra 
donner à #; et par conséquent l’équation de la surface s’ob- 
tiendra en éliminant « entre (22) et (23). Mais comme cette 
élimination ne pourrait s’effectuer sans fixer la forme des 
fonctions @ et 4, c’est-à-dire sans particulariser la surface 
développable, on conserve, pour représenter généralement 
toute cette famille de surfaces, le systènre des équations (22). 
et (23), en regardant «, dans la première, comme une fonc- 
tion de x et de y, déterminée par la seconde. 

333. Sil’on veut parvenir à l’arète de rebroussement(n? 275), 
qui est le lieu des intersections des génératrices consécutives, 
on combinera la droite (22) et (23), où « sera alors une cons- 
tante arbitraire, avec la droite qui en est infiniment voisine, 
et qui s’en, déduit par le changement de « en « + du; on 
obtiendrait ainsi quatre équations dont l’ensemble se réduit. 
aux trois suivantes : 


(29) 2— a+ xq(a) + 74), 
(23) 0 — 1 + xp'(«) + 7), 
(24) 0 — x@'(«). + JŸ'(e). 


De sorte que, pour chaque valeur attribuée à «, ces trois 
équations feraient connaître les coordonnées x, y, z, du 
point où la génératrice correspondante à cette valeur de « est 
coupée par la génératrice consécutive; d’où il résulte qu’en 
éliminant + du système (22), (23), (24), on aura en x, ÿ, 2, 
l’équation du lieu de tous les points de section analogues, 
c’est-à-dire l’équation de l’arète de rebroussement de la 
surface. 

334. On retrouve très simplement l'équation aux différences 
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partielles des surfaces développables, en partant du système 


(22) 2 — œ + xQ(a) + YA (x), 
(23) 0 = 1 + xp) + rd'@; 


qui les représente toutes, pourvu que dans la première de 
ces équations , « soit censé une fonction de x et y, déduite de 
la seconde. En effet, si nous différentions, sous ce point de 
vue, l’équation (22), tour à tour par rapport à x et à y, 
nous aurons 

p=Ë +eu + + OR 


da de . de 
qg —= dy —+ x@ pr + JG) + rt RAA 


mais en vertu de la relation (23). ces deux équations se ré- 
duisent à 
P=@(@), 4 = V(): 


d’où l’on conclura, comme au n° 328, 
P—=T(g), pus rt— ss — o. 


335. On a vu, en Géométrie descriptive , que, pour déter- 
iminer le contour de l'ombre et de la pénombre sur un corps 
opaque éclairé par un corps lumineux , il fallait trouver une 
surface développable qui fût circonscrite à ces deux corps, et 
dont une des nappes les touchât extérieurement, et l’autre 
intérieurement. La solution analytique de ce problème est 
renfermée dans la méthode employée n° 330 pour trouver 
un plan tangent à deux surfaces; car si l’on reprend les six 


équations 
FF (tr, Pise) V0; F, (Moy Vas 2) = 0, 
Ze Pl = GI = 2 Pala — YoŸ 2) 


Pi TE bird 2 
Z — 2, Dr UC rm E mt) + U16A ES YU 


ct qu'on substitue dans Ja dernière les valeurs de cinq des 


he nr 
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evordontiéés! elle prendra la forme 
(P) EE æxe(x) me JŸ (x) =" æ (Li)». 


qui représente un plan tangent aux deux surfaces à la fois, 
mais dont la position dépend de l'arbitraire x, : alors, sans 
qu’il soit besoin de ramener cette équation à la forme (22), 
on la différentiera par rapport au paramètre x,, et en élimi- 
nant cette indéterminée entre les équations | 


d(P),._ 


Pi "0 = 0 
, dx. 3 


on obtiendra la surface développable demandée, qui, par 
son intersection avec les plans ou surfaces. environnantes, 
donnerait l’ombre portée par le corps opaque. Mais s’il s’agit 
seulement de trouver sur ce dernier corps les lignes qui sé- 
parent la pénombre de l’ombre pure et de la partie éclairée, 
c’est-à-dire les courbes suivant lesquelles ce corps est touché 
par les deux nappes de la surface développable, il suflra 
d'éliminer x,,Y:, ZA entre les cinq premières équations ci- 
tées plus haut, et l’on obtiendra pour les deux équations de 
la courbe de contact, 


fr ii A} oi Re), 7x2) — 0. 


336. On pourrait aussi résoudre le problème des ombres, 
en cherchant directement une droite tangente aux deux sur- 
faces 

Fr, Jo 4) = 0, Fe, Ja) 2) = 0. 


Cette droite, passant par deux points situés respectivement 
sur ces surfaces, aura des équations de la forme 


Ty — Lo Ÿ 4 Dern 
LCL, = —— (7; — LL es ae A7 Cor pe 
Le EAP 1) 5 5 à ro again dE 


mais elle doit être contenue dans Le plan tangent au point x,, 
Pis Z: par conséquent (n° 44), on aura la condition 


Li Lo) pi + ir Jah = — 2 
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On en obtiendrait une semblable pour exprimer que eette 
droite est tangente à la seconde surface ; mais il est essentiel 
d'observer que cela ne suflirait pas pour que la surface, lieu 
des positions de cette droite mobile, füt développable : car 
cette ligne, quoique toujours tangente aux deux surfaces, 
pourrait ne pas rester dans un même plan en passant d’une 
position à une autre infiniment voisine ; au lieu que toutes 
ces conditions seront remplies si nous exprimons que le plan 
tangent au point æ,;, Ys» Z, Coïncide avec le premier plan 


tangent, et pour cela il suffit, d’après les relations déjà ad- 
mises, de poser 


Ps 5e Pis ne ug re 


Alors , si entre les sept équations précédentes on élimine les 
six coordonnées Z,, Vis Zi Lay Jay 22 Àes points de contact, 
on obtiendra l’équation de la surface développable demandée; 
on voit aussi ce qu’il faudrait faire pour trouver la courbe de 
contact de cette surface avec une des deux proposées. 

Si l’on applique au cas de deux sphères quelconques la 
méthode précédente, ou bien celle du n° 335, on trouvera 
que, dans cet exemple simple, les deux surfaces dévelop- 
pables circonscrites extérieurement et intérieurement, se 
réduisent à deux cônes droits, et que les courbes de contact 
avec une des sphères sont deux petits cercles perpendiculaires. 
à la droite qui réunit les centres de ces deux sphères. 


337. Des ENvecoppes. Les surfaces développables, considé- 
rées (n° 331) comme l’enveloppe des diverses positions d’un 
plan mobile ne sont qu’un cas particulier des surfaces aux- 
quelles Monge a donné le nom général d’enveloppes , et sur 
lesquelles nous allons ajouter quelques notions succinctes. 

Lorsque dans une équation unique 


(25) F(x, >, z; a) = 0, 


il entre une constante arbitraire « qui peut recevoir toutes. 
les valeurs de o à Æ o , l'équation proposée représente une 
infinité de surfaces appartenant à une méme famille, et qui, 
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ordinairement, se couperont consécutivement pour dés valeurs 
de à assez rapprochées les unes des autres: En considérant 
donc deux de ces surfaces individuelles correspondantes aux 
valeurs quelconques, mais voisines, à et «+ À, la courbe 
d’intersection serait donnée par la combinaison des équations 


F(x, Vols) 4) ann, 
F(x, y, 2, «4 h}=0o="F +8 De 
mais ce système équivaut évidemment à celui-ci, 


FR, J; 2, «) = 0, 
dF dE k (ua 
peur = de 5 rdle SM O; 
Or si, sans rien changer à la valeur de #, on fait décroitre 
l'intervalle k, la courbe représentée par ces deux dernières 
équations variera de position, sur la première surface fixe, à 
mesure que la seconde s’en rapprochera ; et pour avoir la li- 
mite des positions qu’elle prend alors, il suflira de poser 
h — 0: par conséquent, le système 

5) Fnnd—o, 6 Fo, 

da 

donnera la courbe suivant laquelle une surface individuelle 
relative à une valeur quelconque x, est coupée par la sur- 
face qui en est infiniment rapprochée. Maintenant, pour 
chaque valeur de *, ou pour chaque surface individuelle, 
il existera une courbe analogue; donc si Fon veut ob- 
tenir e lieu de toutes ces intersections, il faudra élimi-. 
ner le paramètre « entre les équations (25) et (26), et le 
résultat 


(29) f(x; 7, D = 6 


sera ce qu’on nomme l'enveloppe de toutes les surfaces in- 
dividuelles comprises dans l’équation (25). Cette dénomi- 
nation est fondée sur ce que cette enveloppe touche chaque 


Frc. 99, 
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surface individuelle le long d’une des courbes d’intersec- 
ton. En effet, si l’on désigne par F,, F,, F3; trois surfaces 
consécutives répondant aux valeurs infiniment voisines «,, 
da, #3, la surface F, contiendra les deux courbes G, et 
G;, suivant lesquelles elle est coupée par les surfaces F, 
et F3; mais ces deux courbes sont aussi sur l’enveloppe f: 
donc cette dernière aura de commune avec la surface F, 
toute la zone infiniment étroite comprise entre les lignes 
C, et C,; par conséquent, les surfaces F, et f se touche- 
ront le long de cette zone. D'ailleurs, on pourrait le prou- 
ver analytiquement en faisant voir que les dérivées p et g 
auront les mêmes valeurs dans les surfaces F, et f, pour- 
vu que dans toutes deux on considère les points de la 
courbe particulière qui, dans le système (25) et (26), ré— 
pond à l’hypothèse & — *,. 

338. Éclaircissons cette théorie par quelques exemples 
sumples. Soit d’abord l'équation 


œ@—+p+aeR, 
qui représente une suite de sphères d’un rayon constant, et 
dont les centres sont tous sur l’axe des x. On prévoit bien 
ici que la Zimite de l'intersection de deux sphères voisines 
sera un grand cercle perpendiculaire à OX, et que toutes 
ces intersections, formeront un cylindre droit qui envelop- 
pera toutes les sphères particulières. En effet, l’équation (26) 
devient ici 

LL ET O 

et en éliminant #, il vient pour l’enveloppe 


Pi eus Ro | 


339. Supposons maintenant que le centre de la sphère mo- 
bile parcourant toujours l’axe OX, le rayon de cette sphère 
soit variable et égal à l’ordonnée d’une ellipse BMA ayant. 
pour équations 
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alors, quand le centre de la sphère sera à une distance 
quelconque OP — «, l’équation de cette surface aura la 
forme | # side 


2 


(Xx — a) Ft airs ra (a? — »°), 


Si donc on y joint la dérivée relative à « seul, savoir, 


b2 
Ta 

l’ensemble de ces deux ‘équations représentera évidemment 

un petit cercle, suivant lequel une sphère d’un rang quel-. 
conque est coupée par la sphère infiniment voisine. Il est 

bon de remarquer ici, 1°. que quelque rapprochées qu’on 

suppose ces deux sphères consécutives, la limite de leur in- 
tersection n’est point un grand cercle, comme on aurait pu le 
croire d’abord, excepté quand « = 0 ;:2°. que ces sphères, 

quoique toujours réelles jusqu’à « — à, cessent de se couper 

quand on pose | | 


Va+e ; 


car en substituant dans la première équation la valeur de x, 
tirée de la seconde, on trouve alors un cercle imaginaire, 
et ce résultat est indiqué par la figure. Il en résulte que la 
surface enveloppe ne touchera pas toutes les sphères indi- 
viduelles , mais seulement celles qui présentent une véritable 
intersection ; et pour obtenir cette enveloppe , on éliminera « 
entre les deux dernières équations , ce qui donnera 


x? 6 Ou ve A 
FE OT ER: 


résultat qui représente un ellipsoïde de révolution Bmm'a, 
dont le grand axe répond à l’extrémité de la dernière sphère 
qui puisse être rencontrée par une sphère infiniment voi- 
sie. 
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340. Il est manifeste que les raisonnemens et les calculs em- 
ployés dans le n° 337 s’appliqueraient d’une manière toute 
semblable à une équation à deux variables, telle que 


Ft, J, # = 0 


et comme en se bornant à considérer ce qui se passse dans 
le plan XY, cette équation représente alors une famille de 
courbes qui, en général, se couperont consécutivement pour 
des valeurs très voisines de «, on en conclut que la Zigne enve- 
loppe de toutes ces courbes individuelles s’obtiendra par l’éli- 
mination de # entre les équations 


Le ES de. À & à à 

Gette règle justifie la méthode que nous avions indiquée au 
n° 825 , pour trouver la courbe enveloppe de plusieurs lignés 
droites dont la position dépendait d’un paramètre arbitraire 6 ; 
et l’on pourra encore choisir, comme applications de cette 
théorie, les questions suivantes : 

1°. Trouver la ligne enveloppe de toutes les paraboles 
renfermées dans l’équation 


Ven HT TIR) S 


2°. Trouver l'enveloppe de toutes les ellipses dont les de- 
Mi-axes font une sômme constante À, et représentées par 
AT T 
. Une droite d’une longueur fixe Æ se meut de manière 
que ses extrémités restent constamment sur deux axes rectan— 
gulaires indéfiniment prolongés : les diverses positions de cette 
droite mobile formeront, par leurs intersections consécutives, 
une courbe qui touchera toutes ces droites, et dont on de- 
mande Féquation. Cette enveloppe est la même que celle du. 
problème précédent. 
341. Revenons aux surfaces, et observons que la courbe (25). 
et (26), suivant laquelle se coupent deux enveloppées ou sur-. 
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* faces individuelles infiniment voisines, est celle que Monge 
nomme la caractéristique de l'enveloppe; mais pour com 
prendre la justesse de cette dénomination, il faut généraliser 
l'équation (25), et concevoir qu'il ÿ entre, avec le pa- 
ramètre «, une fonction quelconque de ce paramètre. Ainsi, 
soit 
(28) Ffr, 7,2, «, ®(«)] = 0; 


si dans cette équation on attribue à la fonction g une forme 
déterminée et invariable ®,, il n’y restera plus d’arbitraire 
que æ, et en lui assigÿgnant toutes les valeurs possibles, 
on obtiendra une infinité de surfaces individuelles, com 
posant une famille relative à la fonction ®@,,et qui ad- 
mettront une enveloppe d’une certaine espèce. Maintenant 
donnons à la fonction @ une autre forme 9,, puis faisons 
varier «; nous aurons une seconde famille de surfaces 
individuelles qui admettront une. enveloppe différente : 
il en sera de même pour d’autres hypothèses @ = 3, 
® == @4... Mais, dans toutes ces familles, l’intersection de 
deux enveloppées consécutives sera toujours une courbe de 
méme espèce; en effet, elle sera donnée (n° 337) par le 
système des deux équations 


(28) F[x, J:4, #4, @(a)] = 0, 
d(F dF dE , 
(20) f2 ADN CONNUE à dd Q'(æ) —= 0. 


Or, quelle que soit la forme 9, ou ?, que l’on attribue 
à la fonction @ qui ne porte que sur des constantes, au 
nombre desquelles est +, les équations (28) et (29) seront 
toujours composées en æ, y, # de la même manière; par 
conséquent, la caractéristique représentée par ces équa- 
tions, sera une courbe d’une espèce constante pour toutes 
les familles de surfaces comprises dans le genre (28), et 
elle offrira ainsi un caractère commun à toutes les surfaces 
de ce genre, 

342. D'ailleurs, comme dans chaque famille l'enveloppe 
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est: (n° 337) le dieu des diverses positions que prend la ca: 
ractérisiique, en vertu des valeurs successives données à «, 
toutes les enveloppes des diverses familles du genre F, ad- 
mettront.une génératrice d’une espèce commune, savoir, 
la caractéristique (28) et (29); ainsi cette courbe caracté- 
risera aussi toutes les enveloppes du genre de surfaces F. 

Enfin, pour obtenir l'équation générale de ces enve- 
loppes, il suflirait évidemment d'éliminer la constante « 
entre les équations (28) et (29). Or, cette élimination ne 
pouvant s'effectuer, même quand la forme de F est con- 
nue, à moins d’assigner aussi celle de @, ce qui parti- 
culariserait la famille, et par suite l’enveloppe, on conserve 
le système (28) et (29) pour représenter généralement l’enve- 
loppe; mais alors on regarde «, dans la première de ces 
équations, comme une fonction de x et y , déterminée par 
Ja seconde. 

343: Hâtons-nous d’éclaircir ces généralités, en considé- 
rant le genre particulier des canaux circulaires dont l’axe 
est une courbe plane, c’est-à-dire en prenant pour la fonc- 
tion F la forme suivante, 

(Bo) (x — 7 Æ [y — e@)]" + 7 = R° 
On voit que cette équation représente une sphère de rayon 
constant, mais dont le centre variable est situé dans le 
plan des x, y, et a pour.coordonnées « et @ (æ). Si donc 
on représente cette dernière par 6, et que l’on trace la 
courbe 

(31). 6 — p(«), | | 
ce, sera la ligne que doit parcourir le centre de la sphère 
mobile (30),.ou l’axe du canal qui enveloppera toutes les 
positions de cette sphère. Pour obtenir diverses enveloppes 
particulières, il suflirait de poser, par exemple, 


C—V/ma Oie V a — x; 


on aurait ainsi des canaux dont l’axe serait parabolique 
au circulaire. Mais laissons à la fonction @ une forme 
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quelconque, et cherchons la caractéristique, c’est-à-dire 
l'intersection de deux enveloppées consécutives. Il fant joindre 
à l’équation (30) sa dérivée complète relative à «, ce qui 
donne le système : 


Go) (x — aŸ+ [y — 9G)l+: = R, 
(32) x —% Li(r— gel —:0; 


et puisque la dernière équation est celle d’un plan qui passe 
par le centre de la sphère, et qui est évidemment normal à 
la courbe (31), il en résulte que la caractéristique est ici, 
dans chaque famille, un grand cercle Normar à l’axe du 
canal, et dont le centre est sur cet axe curviligne. 

Quant à l’équation de l’enveloppe , nous avons dit (n° 342) 
qu’elle ne pouvait être représentée généralement que par 
le système (3a) et (32), en y regardant + comme une 
fonction de x et y; mais si nous voulons obtenir une en- 
veloppe particulière, par exemple, celle qui se rapporte 

l'hypothèse 


—— 


pa): = Va —*, d'où Ÿ O=7E— 


_ 
2 


œ 


nous substituerons ces valeurs dans les FŒuAUQRS (30) et (32), 
qui deviendront alors 


(x — &) + (y — V' a? —«) + z:—RÛR?, 
ay=xV a — œ; 


puis nous éliminerons entre elles «, en prenant sa valeur dans 
la dernière; et il viendra, après quelques réductions, 


(a & Va Ly} —R — 2. 
Cette enveloppe n’est autre chose que le 1ore , surface de ré- 
volution que nous avons déjà obtenue (n° 298). 
Une colonne torse est aussi l’enveloppe des positions succes- 
sives d’une sphère, dont le centre parcourt une hélice, et dont 


le rayon est constant, ou variable si la colonne n’a pas le 
même diamètre au sommet qu’à sa base. 


Fic. 48. 
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344. Observons enfin que dans chaque enveloppe, il existera 
ordinairement une arète de rebroussement formée par les in- 
tersections consécutives des caractéristiques. Or, puisqu’une 
de ces dernières est représentée {n° 341) par les équations 


d(F 
Ffz, 7, 2,«,@(«)] = 0, 0, 


où æ est une constante arbitraire, le point de section de 
cette courbe avec celle qui en est infiniment voisine, s’ob- 
tiendra (comme au n° 337) en joignant aux équations pré- 
cédentes leurs différentielles complètes par rapport à #; mais 
ce système se réduit évidemment à 


d(F d° 
Fr; J:2;#«,9(@]—=0, 0) it pas 


donc il suffira d'éliminer “entre ces trois dernières, pour 
avoir les deux équations de l’arète de rebroussement de l’en- 
veloppe. 

Dans le tore trouvé au numéro précédent, l’arète de re- 
broussement est imaginaire si R < a; et si R > &, elle se 
réduit à deux points situés sur l’axe vertical de Îa surface : 
mais on trouvera un exemple plus intéressant de cette sorte 
de courbes, dans la surface enveloppe décrite au n° 205 de la 
Géométrie descriptive. 


AAA VV UNVNAA RAA AR UV RAAAAAAAAAAAAAAAAAAANARARAANAAIUIARARARANAAAAAAIAAAARAARANAI MANS 


CHAPITRE XVI. 


Des Lignes courbes, et de leurs diverses courbures. 


345. Lorsqu’une courbe AMM”, plane ou à double courbure, 
est donnée par ses deux projections 


G x—=4(@), G@) re +6), 


DES LIGNES COURBES, etc. 241 


où a vu (n° 26/4) que sa tangente était projetée sur les droites 
qui touchaient les deux projections , et qu’ainsi cette tangente 
avait pour équations 


CE Et ee); 


Ï 
| 


@ VAR Az (z — 2), 


dans lesquelles x’, 7”, z’ désignent les coordonnées courantes 
de la droite; x, y, z celles du point de contact M, et où les 


. » d # La L- + ®, 
dérivées ? =" , Sont censées déduites des équations (1) et (2). 
Iz 


Mais, quand même la courbe serait définie par deux surfaces 
quelconques F (x,7, z) —=0o et F’(x, y, z) —0, on en dé- 
duirait également bien, sans les ramener à la forme (1) et (2), 
les dérivées en question; car, dans le système des équations 
simultanées F = oet F’ = 0, une seule des variables demeu- 
rant arbitraire, il faudra faire varier les deux autres en 


même temps que celle-là par la différentiation, ce qui don- 
nera 


dr dF dF 
77 dx + dy dy ee AB dax O; 
dF’ dE" dF” 


: { s dx d 
équations d’où l’on tirera les valeurs de TH 2 , lesquelles 


se trouveront exprimées en æ,7, z, au lieu d’être seulement 
fonctions de z, comme cela fût arrivé en se servant des équa- 
tions (1) et (2). 

346. Quant aux angles x, 6, y, que forme la tangente avec 


les axes, on trouvera, en appliquant ici les formules du 
n° 27; 


dx dy 
COS RE COS = ——  —_—"— ——— , 
x? d 2 32 TL? y di 72 
d I + d dr® + dy® + d 
dz 
COS VE 
V' dx°+ dy + d7° 


16 
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347. Un arc AM=s qui commence à un certain point fixe À, 
etse termine à un point variable M ayant pour coordonnées x, 
;, z, est évidemment une fonction de ces coordonnées, dont 
une seule est d’ailleurs arbitraire en vertu des équations de 
la courbe, Ainsi cet arc admet une différentielle que l’on peut 
regarder, d’après les principes de la méthode infinitésimale, 
comme l’accroissement MM que subit AM quand on donne 
à la variable indépendante z un accroissement infiniment pe- 
tit dz : mais par les mêmes principes, les autres coordonnées 
x, J, Croissant aussi de leurs différentielles dx, dy, le petit 
arc MM” pourra être considéré comme la distance rectiligne de 
deux points dont les coordonnées sont x, y, z, et x + dx, 
Y + dy, 3 + dz; par conséquent on aura 


(5) MM = ds = V'dx° + dy® + dz:. 


Cette formule s’obtiendrait d’ailleurs en développant le cy- 
lindre vertical qui projette la courbe AM sur le plan XY; car 
par ce développement l’arc AM devient, sans changer de lon- 
gueur, un arc plan Am = 5, qui, rapporté aux coordonnées 
Bp = 1et pm—PM=z, donne, comme on sait, la relation 
ds*— dz® + dt : mais t — Bp — BP est un arc de courbe 
plane qui fournit aussi l’équation dt = dx° + dy*; donc, 
en substituant, il vient 


ds — d + dy? + de. 


348. D’après cela, les formules trouvées n° 346 pour les 
angles de la tangente, peuvent être écrites sous cette forme 
plus simple 


(6) cos «= À cos 6 — + 


et il est utile de remarquer que ces formules, qui sont fré- 
quemment employées, peuvent encore s’obtenir en observant 
que lélément de courbe MM’ — ds, qui coincide en direction 
avec la tangente , a pour projections sur les trois axes coor- 
donnés, les quantités dx, dy, dz; de sorte que le théorème 


s 
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du n° 67 donne immédiatement 


dx = dscose, dy — dscosé, dz — ds cosy. 


349. Une courbe quelconque AM n’a qu’une tangente unique Fre. 48. 


en chaque point M ; mais elle admetune infinité de normales, 
c’est-à-dire de droites perpendiculaires à la tangente, et me- 
nées par Le point de contact de celle-ci. Or toutes ces normales 
sont nécessairement dans un même plan, que l’on nomme Ze 
plan normal de la courbe au point M, etson équation aura 
évidemment la forme 


A (x — x) + By — 7) + C (7 — 2) — 0; 


mais puisqu'il doit être perpendiculaire à la tangente repré- 
sentée par les équations (3) et (4), on aura (n° 47) les deux 
relations 


de sorte que l’équation du plan normal deviendra 


(7) (& — x)dx + (y — p)dj + — 24 —o, 


où les différentielles disparaïîtront, quand on aura tiré des 
équations de la courbe les valeurs de deux d’entre elles en 
fonction de la troisième. 

350. Lorsqu'une ligne AM est à double courbure, ses di- 
verses tangentes ne sont pas dans un même plan, mais deux 
élémens consécutifs MM’ et MM” remplissent toujours cette 
condition, puisqu'ils ont un point de commun; alors le plan 
qui passe par ces deux élémens se nomme /e plan osculateur 
de la courbe en M, et il change de position quand on con- 
sidère les divers points successifs M”, M" ... L’équation de 
ce plan, en tant qu’il est mené par le point M(x, y, z), aura 
la forme 


A(a — 2) + B(y — 7) + C(é — 2) — 0; 


puis, pour exprimer qu'il passe aussi par M’ et par M”, il 
16.. 
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faut écrire que l'équation précédente est satisfaite quand où 
y remplace x, ÿ, z par 

æ + dx, y + dy, 2 + dz, 
et par 


æ + 2odx + dx, y + 247 + dy, 2 + 2dz + d'z. 


Or, on sait qu’en faisant ces substitutions dans une équation 
quelconque 
F (x, fs: 2 —=0, 

elle devient successivement 

FL d4F = 0, 

F + 9dF + ®ŒF — 0; 
et toutes les fois qu’il faudra, comme ici, prendre simulta- 
nément ces trois équations, leur système se réduira évidem- 
ment à 

PPT ON APE TO ANRT" 0: 

Par conséquent, pour exprimer qu’une équation qui est sa- 
tisfaite pour un certain point, est aussi vérifiée pour deux 
points infiniment voisins du premier, il suffit de joindre à 
l'équation primitive sa différentielle première et sa différen- 
tielle seconde; c’est là une proposition que nous nous dis- 


penserons de démontrer dorénavant dans tous les cas sembla- 
bles. Il résulte de là que le plan osculateur sera déterminé 


par les équations 
AG — 2 +B(=DHECG —2—0, 
Adx + Bdy + Cdz = 0, 
Adx + Bdy + Cdz = o. 

Les deux dernières font connaître les valeurs de À et cr <t 


en es substituant dans la première, on obtient pour l’équa- 
tion du plan osculateur 
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(8 | (x'— x) (dy dz—dzd 7) + (y° — y) (dzdx METRE ,. 
me (z — z) Rs BAIE hs 


À la vérité, la courbe étant déterminée par deux équations, 
une des trois variables est indépendante, par exemple x, et 
ainsi d’x == o. C’est une réduction que l’on introduira , si l’on 
veut, dans les calculs précédens ; maïs il vaut mieux, pour 
conserver aux formules la symétrie qui les rend plus faciles à 
retrouver et à combiner, regarder les trois coordonnées comme 
des fonctions d’une quatrième variable indépendante et quel- 
conque ft; ce qui est toujours permis, puisque les deux équa- 
tions x = @(z) et y — -L(z) pourraient être remplacées par 
trois autres, entre x, y, zett. 

351. La courbure d’une ligne quelconque AM, au point M, Fic. 49. 
doit être estimée d’après l’angle de contingence TM'T'— : que 
font entre elles les deux tangentes infiniment voisines MMT, 
M'M'T'; car cet angle, qui est toujours infiniment petit dans 
une courbe continue, exprime bien la flexion qu’il a fallu 
faire subir à la droite MM'T pour la plier suivant la courbe 
MMM” .... Or, si, dans le plan osculateur MM'M", on trace 
deux normales KO et K'’O, élevées sur les milieux des élémens 
MM’ et M'M”, ces deux normales comprendront un angle 
KOK’ —TM'T' —:, et leur point de section O sera le centre 
du cercle qui passerait par les trois points M, M’, M". Ce cer- 
cle ayant ainsi deux élémens consécuiifs MM', M'M", communs 
avec la courbe, se nomme par cette raison Le cercle osculateur 
relatif au point M, et son rayon serait une des trois distances 
égales OM, OM”, OM”; mais on peut en place adopter pour 
ce rayon la normale OK — + dont la longueur ne diffère de 

” que par un infiniment petit du second ordre, puisque le 
triangle rectangle OKM” donne 


OL 


ds? 
M'= ÿ/OR: + KM°— e (i +T ) = RE 


Cela posé, en admettant que les élémens MM’ et M'M" ont été 
pris égaux, l’arc KM’K’ du cercle osculateur sera égal à 
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MM’ = ds ; et comme il correspond à l’arc « décrit avec l’unité 
pour rayon, On aura 


d 
@ +=, 


résultat qui montre, puisque ds est constant ici, que la cour- 
bure d’une courbe indiquée par l'angle «, varie d'un point à un 
autre en raison inverse du rayon OK = p du cercle osculateur ; 
c’est pourquoi cette droite s’appelle aussi le rayon de courbure 
de la courbe au point M (*). 


(*) L'hypothèse admise plus haut, que les élémens MM’ et M’ M" sont 
égaux, revient à supposer que l’arc s a été pris pour la variable indépen- 
dante, puisque alors ds sera constant : mais dans toute autre hypothèse, les 
élémens MM'et MM" ne pourront , du moins, différer que par une quantité 
infiniment petite du second ordre. En effet, l’arc AM = s sera toujours une 
certaine fonction déterminée de la variable indépendante, x par exemple, 
laquelle devra alors recevoir des accroissemens constans désignés par b; 
et les accroissemens de s, loin de pouvoir être pris arbitrairement, de- 
vront se déduire des formules 


AM = s=0(x) e, 
MM = (x + h) — @(x) = h g(x) + 4x) +... 


3h2 
MM" = @ (x + 2h) — o(x +h) = h #(x) + Ne (x) +... 


X 
d’où l’on voit qu’en négligeant, comme il le faut, les infiniment petits du 
second ordre vis-à-vis de ceux du premier, il viendra 


M'M°=MM' + Ah, ou ds! = ds+ Ah2= ds; 
ensuite on aura , comme dans le texte, 


arc KM'K'’ =4 ds + ? ds’ = ds. 


D'ailleurs , si on appelle ?” la longueur du nouveau rayon de courbure KO”, 
quand le milieu de l'élément MM" est en I au lieu d’être en K’, le triangle 
rectangle ODO’ donnera évidemment 


1 ,J7/ 1 
4 ids ee ds 


Ah2 
BITES ) 


3 


—— 
— 


sin £ 26 


or, comme ce résultat est une quantité infiniment petite du premier ordre, 
elle doit être négligée vis-à-vis de p, et l’on a ainsi p =p; par conséquent, 
les formules (9) et (10) du texte sont toujours vraies, même quand la courbe 
west pas divisée en élémens égaux entre eux. 
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352. Toutefois , il faut observer que la grandeur absolue de 
langle de contingence « ne suflrait plus pour comparer entre 
elles deux courbes différentes dont les élémens pourraient ne 
pas être respectivement égaux, ou même avoir entre eux un 
rapport déterminé; car on sent bien que c’est seulement sur 
deux arcs de même longueur, que l’angle des tangentes extrè- 
mes manifeste une courbure plus ou moins prononcée. Aïnsi 
l’on doit dire généralement que la courbure d’une courbe est 
mesurée par le rapport 

6 I 
(Lo) SEE L 
mais avant de calculer cette expression qui s'applique égale- 
ment aux lignes planes et aux lignes à double courbure, 
nous allons expliquer en quoi les unes diffèrent des autres, 

353. Lorsqu'une courbe n’est point plane, elle n’a en cha- 
que endroit qu’une seule courbure qui s’estime comme nous 
venons de le dire; mais elle offre en outre une torsion de ses 
élémens les uns autour des autres. En effet si, dans une pa- 
rcille ligne, on fait tourner le plan osculateur MM’M" autour 
de M'M”, pour le rabattre sur le plan osculateur suivant, les 
trois élémens MM”, MM", MM”, se trouveront dans un même 
plan, sans que la courbure ou l’angle TM'T" ait été altérée. 
De même, en faisant tourner le plan actuel MM'M"M” autour 
de M'M", on pourra le rabattre sur le plan osculateur suivant ; 
et en continuant ainsi de proche en proche, où amènera tous 
les élémens dans un seul plan. Au contraire, par des mouve- 
mens opposés , qui répondent bien à une véritable torsion, on 
changerait une courbe plane en une courbe à double courbure; 
c’est pourquoi il convient de remplacer cette dernière déno- 
mination, qui exprime l’idée fausse de deux courbures, par 
celle de courbe gauche que nous emploierons dorénavant ; et 
la torsion d’une pareille courbe sera mesurée , en chaque point, 
par l'angle 8 compris entre les deux plans osculateurs consé- 
cutifs. Cet angle & que nous calculerons bientôt, est toujours 
infiniment petit dans une courbe continue, et il est constam- 
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ment nul dans une courbe entièrement plane. (Voyez la Géo- 
métrie descriptive, n° 644.) 

354. Cela posé, pour calculer l’angle de contingence 
TM'T' = :, désignons par u, v, w, les cosinus des angles que 
la tangente MT forme avec les axes, et par uw”, s”, w' les co- 
sinus analogues pour la tangente M'T"; nous aurons (n° 34) 


cos s = uu — pp" LE ww’; 


mais comme w”, #’, sont les fonctions variées de u, », w, 


quand x, ÿ, z deviennent x + dx, y + dy, z + dz, on 
aura par la formule de Taylor, 


u — u + du + = d'u, 
p = v + dv + = dv, 
D = 40 + dw + : dv. 


Nous poussons ici le développement de w”, v’, w”, jusqu'aux 
termes du second ordre, parce que # étant infiniment petit, 
son cosinus ne doit différer de l’unité qu’à partir de ces termes. 


Si donc on substitue ces valeurs , et qu’on fasse attention aux 
relations 


u® Ho pt L qu? = 1, 
udu + vdv + swdw = o, 
udu + vdy EL ww —= — (du + dé + dw), 


dont les deux dernieres se déduisent de la première par la dif- 
férentiation , on trouvera 


COS t = 1 — = (du? + dv Æ dw’). 


Mais, en développant le cosinus de l’arc infiniment petits, 
on à aussi 


2 
COS 6 == 1 —— 


; donc « — du? + do? + dw’: 


D | 
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d d 
puis, comme on sait (n° 348) que u — —- s = _ > W = ge 


il viendra pour l’angle de contingence 


HT dy\° dz\° 4. 
355. On peut donner à cette expression une forme plus sim- 
ple. D’abord en effectuant les différentielles des fractions, sans 


regarder aucune des variables comme indépendante, :ïl 
viendra 


V/(dsd°x— dxd’s) + (dsd?y— dyd’s} + (dsd?z—dzd's)" 
DS Cécile 7 ram ir Rd" E EAP ET 


L— 


Si maintenant on développe, on trouvera pour la somme des 
carrés des premiers termes des binomes, 


ds’ (dx? + dy? + d'z°): 
pour la somme des carrés des seconds termes 
d’s’(dx® + dy? + dz) = ds?.d’s° : 
la somme des doubles produits donnera 
— 2dsds(dxd'x + dydy + dzdz) = — 2ds'd’s’; 
par conséquent , il reste cette valeur bien simple 


PU LEE TETE ET TS 
ST — 


356. Enfin, si de l’équation identique 
ds = dx? EL dy + dr 
qui donne par la différentiation, 


dsds = dxd'x + dyd'y + dzdz, 
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ontirait la valeur 

dx®x + dydy + dzdz 

V'dx® + dy" + dz° 

et qu’on la substituât dans la formule (12) en réduisant au 


même dénominateur sous le radical, on arriverait à ce résul- 
tat moins simple, mais qu’il est bon de connaître, 


ds — 


(13) V/ (dy z—dzd'y) + (dzdx-dxd?z) +(dxd'y-dy dx) 
£ EE A 
ds? 


Ici les trois binomes sous le radical sont les mêmes que les 
coefficiens de l’équation (8) du plan osculateur. 
357. Maintenant que nous connaissons l’angle de contin- 
sence, il sera bien facile d’en déduire Ze rayon de courbure 
È LE + 
de la courbe , puisque , d’après la formule (9), nous avons 


donc, en substituant ici l’une des expressions trouvées ci- 
dessus pour €, par exemple, celle que donne la formule (12), 


il viendra 


(14) pi 


ds? 
V' dx & d'y + Es — ds 


Cette manière bien simple d’obtenir le rayon de courbure fait 
connaître sa grandeur, mais non sa position; et quoique ce 
résultat suffise pour le plus grand nombre des applications, 
il est cependant des cas où l’on a besoin d’employer Za lon- 
gueur du rayon et les coordonnées du centre de courbure ; c’est 
pourquoi nous allons les déterminer par le procédé suivant. 
356. Les deux normales particulières KO et K’O ne sont 
autre chose que les intersections du plan osculateur MM'M" 
avec deux plans normaux consécutifs ; par conséquent, on dé- 
terminera le centre de courbure O en cherchant le point d’in- 
tersection des trois plans que nous venons de citer. Or, l’é- 
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quation du plan osculateur pour le point M dont les 
coordonnées sont x, y, z, est 


AG& — 2) + B(y — 7) + Cr — 2) =0, 


où les quantités À, B, C, désignent, pour abréger, les coef- 
ficiens de la formule (8) du n° 350. Le plan normal en ce 
même point est (n° 349) 


(x — x)dx + (7° — y)dy + (7 — z)dz = 0, 


et le plan normal infiniment voisin s’en déduirait (n° 350) en 
augmentant le premier membre de sa différentielle relative 
aux coordonnées æ, ÿ,z; mais puisque nous devons combi- 
ner cette nouvelle équation avec les deux précédentes pour 
obtenir le point de section , il suffit de joindre ici la différen- 
tielle du plan normal, égalée à zéro , ce qui donne 


(2 — x)dx + (y — y)dy + (x — z)d'z — ds = o. 


Maintenant il faut regarder les variables x”, y”, z' comme les 
mêmes dans ces trois équations , et alors elles représenteront 
les coordonnées du centre O commun aux trois plans : cher- 
chons-en donc les valeurs. Or, les deux premières équations 
donnent, en éliminant tour à tour 7 — yetx—x, 


(Gé — x) (Ady — Bdx) + (3 — 2) (Cdy — Bdz) = 0, 
(y — y) (Ady — Bdx) + (2° — 7) (Adz — Cdx) — 0; 


tirons de là les valeurs de x°— x, y — y, pour les substituer 
dans la troisième équation , et nous aurons 


PL ds (Ady — Bdx) 
—(Pdz — Cdy)dx + (Cdx — Adz)d'y + EE dz’ 
mais si l’on observe que, dans ce dénominateur, le coefficient 
total de A est égal à la valeur même de A que donne la formule 
(8), et qu’une coïncidence semblable a lieu pour B et pour C, 
on en conclura 
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F 5 ds® (Ady — Bdx) 
A: + D PAWEEE ? 
et par suite 
; __ ds* (Cdxr — Adz) 
aber = A LABEL ACER 
ds (Bdz — Cdy) 
A: + B: + HN(s" ÿ 
D'ailleurs, le rayon de courbure n’étant autre chose que la 
distance du point x, y, z, au point de section x”, y’,z', on 
aura 


(4 


Le  T'—— 


nue AB EL + B: + C2 
mais, en développant les carrés des binomes, on voit que les 
termes multipliés par A°, B?, C?, sont 
A(dy° + dz),  quiégale A?(ds — dx’), 
Ba(drt he ds), milan ml. B°(ds® — dy°), 
CHER AP) IEEE 200 Cds? — dz); 
de sorte que Île radical prend la forme 
VA + BE C) ds — (Adx + Edy + Cds). 


Or, le dernier trinome est nul, en vertu d’une des équations 
qui ont servi (n° 350) à calculer les coefliciens À, B, C; par 
conséquent, il reste 


1 ds 
' VA LB + C’ 


c’est-à-dire , en substituant les valeurs de A, B, C, 
ds? Ë 
V'(@rd'z-didyy + (dzd 2 —dxd 2) + (drdy—dydx) 


(5) p= 


résultat qui s'accorde bien avec les formules (9) et (13). 
359. Quant aux coordonnées x’, y’, z’ du centre de cour- 
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bure, si l’on substitue dans leurs numérateurs les valeurs de 
À, B, G, on trouvera pour le premier, par exemple, 
F4 — Bdx — d°z (dy? + dx°) — dz (dxd'x + dydy) 
— dz (ds — ds) — dz (dsds — dzdz) 
—= d’zds® — dzdsd’s; 
et en développant de même les autres numérateurs, il viendra 
a dz 
__ dsi(dsd'z —dids) _ , \as 
7 A2 + B? + C2 To d 


d Ge 
_ ds (ds®y — dyds) _, ds ) 
Tr A° + PB + Car P ? 


__ dsÿ (dsd’x — dis) “@ 2) 
ce A5 + B° + C2 Lu 


360. Si l’on veut obtenir les angles x, &, », que forme, 
avec les axes coordonnés, le rayon de courbure » prolongé à 
partir du point M de la courbe vers le centre O (ce qui s’ap- 
pliquerait au cas d’une force attractive agissant sur un mobile 
M, et dirigée vers le centre de courbure), on observera que 
les projections de » sur les axes sont évidemment x — x, 
Y'—Y, x — 2; par conséquent, on doit avoir (n° 67) 


Z'T—pCOSÀA, '—Y—pCoOSm, 2—7—pcosyr; 
et en substituant ici les valeurs données par les formules (16), 
il viendra 

dx dy —) 
LA PA lea 
ot. É (5) AS RE fe (& LE ( 
QU CT ar A euro ee di (7 


En ajoutant les carrés de ces trois cosinus (*), dont la somme 


(*) Ces formules peuvent servir à démontrer fort simplement un théorème 
important de Mécanique, relatif au mouvement d’un mobile astreint à de- 


254 CHAPITRE XVI, 


doit égaler l’unité, on retrouverait une valeur de p qui s’ac- 
corderait bien avec les formules (9) et (11). Ë 

361. Quant à la torsion ou l’autre espèce de courbure que 
présente une courbe qui n’est point plane, nous avons dit 


meurer sur une courbe fixe, et d’après lequel la pression totale supportée 
par cette ‘courbe , est la résultante de la force centrifuge et de la compo- 
sante normale de la force motrice R qui agit sur le mobile. En effet, en 
conservant les notations employées par M. Poisson dans son Traité de Mé: 
canique, pages 279 et 321 du 1er volume, et en regardant la masse da mo- 
bile comme égale à l’unité, les équations de son mouvement seront 


dy 
‘de? 2 
d?z 
dia 


= Y — Pcosæ, 


—= Z —P cos &". 


Or, si l’on décompose la force R en deux autres T et Q, lune tangente et 
l’autre normale à la courbe, la première sera, comme on sait, égale à 


pt et l’on aura évidemment 

dx d’s 

ds dt?’ 

dy d's 

‘ds du? 


dz d?s 
TEA L/4 . 
Z= Q cos g” + D nai 


X—=Q cosqg + 


= Q ‘cos q” + = 


de sorte qu’en substituant dans les équations primitives , il viendra 


dx 
a) 


dt? 


dy 


di? 
dz 
dd (S). 
dit? 


Mais si l’on appelle y, y’, y”, les angles que forme avec les axes, le prolon- 


P cos æ —Qcosg — 


P cos &'= Q cos g” — 


P cos æ"=— Q cos g"— 
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(n° 353) qu'elle était mesurée au point M, par l’angle com- 
pris entre les deux plans osculateurs consécutifs qui passent, 
l’un par les deux élémens MM’ et M'M”, l’autre par M'M” et 
M’M". Le premier de ces plans est donné par la formule (8), 
que nous écrirons , pour abréger, sous la forme 


Ax' + By + Cz + D = 0, 
et le plan osculateur consécutif s’en déduira, en remplaçant 
T, SJ zpartz+dr, ÿ +dy, z+4 dz; ainsi son équation 
sera 
A'x° + By  C'7 + D’ — 
dans laquelle on aura (n° 350) les relations 
A'—A+dA, B'—B<+dB, C'=C+dC. 
En he à 8 l’angle de torsion, on aura donc 
AA’ + BB' + CC’ 
cos 4 — VAHB HE de B°+ Ce VAT + BEC" C2? 


gement extérieur du rayon de courburep , ces angles seront les supplémens 
de àx,m, v, et par les formules (17) du texte, on aura 


dy dz 
a Al 
; G (? À T) : 
SRE TT TN FRAME ET MEME à cos y Gusliet AT: FT ATTÉE 
d’où l’on conclura, à cause de PET) 
2 
P cos æ —= Q cos q + va COS y» 
v3 
P cos æ’— Q cos g’+ oi 
o2 à 
P cos æ"— Q cos q"4 ge cos y”, 


résultats qui montrent bien que la pression P est la résultante des deux 
2 CC e 

forces Q et Hi: dont la dernière dirigée en sens contraire du rayon de cour 
P 


bure, se nomme /a force centrifuge, et subsisterait encore quand bien 
m ême Q serait égal à zéro. 
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mais comme cet angle 0 est infiniment petit, son cosinus ne 
différerait de l'unité que par des termes du second ordre; 
c’est pourquoi il vaut mieux passer de là au sinus, qui aura 
pour expression 


__ (AB'— BAY + (BC — CB) + (CA — AC 


sin? 0 — 


(A+ B +0). (A+ BH CT) 
en y substituant les valeurs précédentes de A", B', C', et né- 
gligeant, dans le dénominateur , les termes de l’ordre le plus 
élevé, puis remplaçant sin 4 par #, il restera 


pe A CAR Er BAIE (PEUR CRIE SNS 
#1 (A? + B: + C°) . 


Maintenant, il n’y a plus qu’à substituer ici les valeurs des 
coefficiens A, B, C, prises dans la formule (8); mais, pour 
éviter des calculs longs à écrire, nous admettrons qu’une des 
trois coordonnées, æ par exemple, est prise pour variable 
indépendante, c’est-à-dire que nous poserons d’x = o. Alors 
il restera 

A == dydz — dzdy, dA 

B — dxdz, dB 

C dxæY, dC 


dyd*z — dzd*y, 
— dxdz, 


dxd*y ; 


Il Il 
WU 


et en substituant dans la valeur précédente de 8, on obtien- 
dra , après quelques réductions évidentes, 


dxds (d°yd3z — d'zdy) 


OÙ Eee) dns da Ep) 


362. Si la courbe avait un point singulier où elle présentât 
une inflexion simple, c’est-à-dire où trois élémens consécu- 
tifs fussent dans un même plan, il arriverait que langle de 
torsion 6 serait nul pour ce point; par conséquent, on aurait 
la condition 

dydz — dzËy = 0, 


laquelle, jointe aux deux équations de la courbe, suffira pour 
déterminer les points singuliers de cette espèce. 
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On reconnaîtra aussi qu’une courbe est entièrement plane, 
lorsque la relation précédente sera vérifiée identiquement par 
les équations de la courbe, quelle que soit la variable x. 

363. Lorsque deux élémens de la courbe seront en ligne 
droite, il y aura une inflexion double, ainsi nommée parce 
qu’elle entraine nécessairement l’inflexion simple dont nous 
venons de parler. Alors l’angle de contingence sera nul ; 
d’après la formule (13) où nous supposerons, pour simplifier, 
que dx est constant, il faudra que 


(dydz — dzd'y} +-dx?(dz° + dy°) = 0, 
ce qui exige évidemment que l’on ait, pour un tel point, 
d'OS avec dr. 0 


364. Pour compléter ce qui regarde les points singuliers, 
nous ajouterons que quand il y aura rebrous$ement dans 
l’espace, chaque projection de la courbe présentera aussi un 
rebroussement; et quoique la réciproque de cette proposi- 
tion ne soit pas toujours vraia, nous pouvons du moins 


affirmer que les points singuliers de cette espèce satisferont 
aux deux conditions 


LI TO MOQUE T0" dE NO NEO 00! 


365. Nous ferons remarquer ici qu'il existe une différence 
essentielle, quant aux rayons de courbure, entre les courbes 
planes et les courbes gauches. Dans les premières, les rayons 
relatifs aux divers points de la courbe étant tous dans son 
plan, se rencontrent consécutivement, et forment , par leurs 
intersections , une courbe à laquelle ils sont zangens , et que 
l’on nomme /a développée de la première ; mais, dans une 
courbe gauche, les rayons des cercles osculateurs ne se ren- 
contrent pas consécutivement. En effet, par les milieux K, 

, K”'.... des divers élémens de la courbe MM'M'...., 
menons les plans normaux P, P’, P”.,_., qui se couperont 
deux à deux, suivant les droites AB, A'B°..., et formeront 
ainsi une surface développable (n° 331) enveloppe de tous ces 


A7 


| 
| 
| 
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plans. Si nous coupons les plans Pet P’ par le plan oscula- 
teur MMM”, qui est perpendiculaire à l’un et à l’autre, 
nous obtiendrons pour intersections les normales KC et K'C, 
perpendiculaires à AB, et dont la première sera (n° 35r) Ze 
rayon de courbure relatif au point M. De même , en coupant 
les plans normaux P° et P” par le plan osculateut M'M"M”, on 
aura pour sections les deux normales K'C' et K"C', perpen- 
diculaires à A’B”, et dont la première sera le rayon de cour- 
bure en M’. Or, ce rayon K'C7 ne coincide pas avec Fautre 
normale K’G, puisque ces droites proviennent du même plan 
P' coupé par deux plans osculateurs distincts; ainsi, K’C’ va 
rencontrer AB en un point I différent de C, et par conséquent 
les deux rayons de courbure KC et K'C”, situés dans les 
plans P et P”, n’ont pas de point commun sur l'intersection 
AB de ces deux plans : donc ces rayons ne sauraient se couper. 

Il résulte de là que les centres de courbure GC, C', G".... 
n’étant pas donnés par la rencontre successive des rayons KC, 
K'C', K"C"...., la courbe qui passerait par tous ces poinis 
n'aurait pas pour TANGENTES Ces mémes rayons ; et par con- 
séquent ceux-ci ne sauraient être regardés comme formés par 
le développement d’un fil qui entourerait la ligne CC'C”... ; 
donc enfin cette ligne n’est point une développée de la courbe 
MM'M"..., dès que cette dernière est gauche. 

366. Cependant la courbe MM'M".... admet une infinité 
de développées, ainsi que l’a fait voir Monge. En effet, si 
dans le premier plan normal P nous tirons arbitrairement 
une droite KD, qui sera toujours normale à la courbe propo- 
sée; puis, que par les points D et K” nous tirions une autre 
droite K'DD’, qui sera dans le second plan normal P’, puis 
une troisième droite K’D'D” située dans le plan P", et ainsi de 
suite, nous obtiendrons, par les intersections successives de 
ces normales particulières, une courbe DD'D”... à laquelle 
ces normales seront tangentes, et qui pourra servir à décrire 
la ligne MM'M".... par le développement d’un fil enroulé au- 
tour de cette développée DD'D"... Pour le prouver, il sufhit de 

faire voir que les portions DK et DK’ des tangentes à cette dé- 
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veloppée sont égales entre elles, ou bien que lepoint D'est à la 

-même distance des trois points M, M”’,M” ; or, cela résulte de ce 
que la droite AB étant l’intersection de deux plans Pet P’ élevés 
perpendiculairement sur les milieux des élémens MM’ et 
M'M”, chaque point de AB est à égale distance de M, de M’ 
et de M”: aussi cette droite est-elle appelée la ligne des pôles 
de l’arc total MM'M", et les distances DK, D'K’... sont les 
rayons de développée, qu’il ne faut pas confondre avec les 
rayons de courbure. D’ailleurs, comme la première normale 
KD a été menée arbitrairement dans le plan P, on pourra 
donc, en faisant varier cette normale, obtenir une infinité 
de développées situées toutes sur la surface enveloppe des 
plans normaux. Pour de plus amples détails sur cette matière, 
on pourra consulter le Traité de Géométrie descriptive, 
n® 649 et suivans. 
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CHAPITRE XVIL 


De la courbure des Surfaces. 


367. Pour estimer la courbure d’une ligne quelconque, en 
un point donné, on la remplace, dans les environs de ce 
point, par l'arc du cercle osculateur (n° 351) qui ayant deux 
élémens communs avec la courbe, présente la même courbure 
que celle-ci. Quant aux surfaces, on ne peut pas tenter de 
les assimiler ainsi à une sphère, puisque dans cette dernière 
la courbure est évidemment uniforme tout autour d’une 
même normale, tandis qu’il n’en est pas de même ordinai- 
rement pour une surface générale. Il faut donc alors imaginer 
divers plans conduits suivant la normale de la surface au 
point considéré ; calculer les rayons de courbure de ces sec- 
tions planes, et par leur comparaison, on jugera de la cour- 
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bure plus ou moins prononcée de la surface autour de ce 
point, ainsi que du sens dans lequel est dirigée cette cour- 
bure ; car nous avons vu (n° 271) que certaines surfaces se 
trouvaient en partie au-dessus, et en partie au-dessous de 
leur plan tangent. D'ailleurs ces diverses sections normales se 
trouvent, quant à leur courbure, liées entre elles et avec les 
sections obliques, par des rapports bien remarquables que 
nous allons faire connaître, én commençant par calculer le 
rayon de courbure d’une section oblique quelconque. 
368. Soit M (x, y; 2) le point considéré sur une surface 
représentée par 
G) 2= f(x, p); 
ici où les trois variables ne sont liées que par une seule équa- 
tion, deux d’entre elles, x et y, seront indépendantes, et 
l’ordonnée z admettra, dans les divers ordres, plusieurs dé- 
rivées partielles que nous désignerons suivant l’usage, par 
dz dz 
TE = pP, dy = 9; 
dz dz d'Ebos 


= 


a 


nr LOU dre ui TC 
de sorte que quand on aura besoin de faire varier à la fois 
æ et y, les différentielles totales de z seront 
@) di = pdx + gdr, 
(3) z = dpdx + dgdy 

— rdx? + 2sdxdy + tdy°. 


369. Soit maintenant MT une tangente menée à la surface, 
et dont la position sera fixée par les angles #, 6, y, qu’elle 
forme avec les axes coordonnés rectangulaires. Un seul de 
ces angles restera arbitraire ; car, outre la relation ordinaire 


(4) cos æ + cos'6 + cosy = 1, 


il faudra encore exprimer que Îa droite 
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se trouve située dans le plan tangent (n° 266) 
g—2=p(x—x)+q(y — 7); 
ce qui conduit évidemment à l’équation de condition 
COSy — pcosæ + gcosé, 


ou bien, en élevant au carré, pour éliminer cos y, 
(6) (1 +p°) cos’æ + 2pg cos & cos 6 H (1 + g°) co Cr. 


Ainsi, voilà deux relations (4) et (5) qui lient entre eux les 
angles &, 6, y, et ne permettent plus de se donner arbi- 
trairement qu’un seul de ces angles. 

370. Si à présent nous menons, par cette tangente MT, Fic.4o. 
deux plans sécans, l’un normal à la surface, l’autre oblique 
et formant avec le premier un angle », ils couperont la sur- 
face suivant deux courbes AMB, A’MB', toutes deux tangentes 
à MT ; et le centre de courbure de la section oblique s’ob- 
tiendra (n° 358) en cherchant le point d’intersection l’ du 
plan osculateur, qui est ici le plan de A’MB”, avec les plans 
normaux à cette courbe menés par les points infiniment 
voisins M et M’. Donc, en représentant par MI et M'T' les 
traces de ces deux derniers plans sur celui de A’MB", la dis- 
tance MI'—p, sera le rayon de courbure de cette section 
oblique; et comme les deux plans normaux se couperont 
suivant une droite l'T perpendiculaire sur A’MB, laquelle ira 
évidemment rencontrer la normale MN de la surface, puis- 
que MN et ['I sont situées toutes deux dans le plan mené 
par le point M, perpendiculairement à MT, on voit qu'il 
suffira de calculer cette distance MI —»; car le triangle rec- 
tangle MII’ fournira pour le rayon de courbure demandé 
MI =»,, la valeur ( 


(6) | pr —= pcos ». 


(*) Geite méthode est tirée du mémoire inséré par M. Poissoa dansle 21€ ca- 
hier du Journal de l’École Polytechnique. 
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371. Cela posé, sans former l’équation du plan sécant de 
A'MPB", il suffit d'observer que les trois coordonnées de cette 
courbe étant liées par cette équation et par celle de la surface, 
toutes trois seront variables en même temps, et que leurs 
différentielles auront avec l’élément MM'— ds, les rapports 
connus (n° 348) 

dx dy dz 
— = COS = = COSÉ, — — cosy; 
(7) ds Fate Mrs F4 
d’ailleurs la droite II’ intersection des deux plans normaux 
consécutifs, sera déterminée (n° 358) par les équations 


(8). (x —x) de + (y —n dr +(s—2 do, 
Q) (—2)de+(y —py+(é—2) d'z= ds, 


tandis que celles de lanormale MN à la surface, seront (n° 270) 


Go) a'—x+p(s—z)—=o, (11) y'—y+ g(z— 2) —o. 


Mais, de ces quatre équations, la première est vérifiée par 
les équations (10) et (11) en vertu de la relation (2) à laquelle 
la courbe A’MB" doit satisfaire, à cause qu’elle est sur la 
surface donnée ; d’où il suit que les droites MN et Il” se cou- 
pent effectivement, comme nous l’avions déjà remarqué , et 
que les coordonnées x’, y", z° de leur point de section IT, 
seront fournies par les équations (g), (10) et (11), sous la 
forme 


3 —2—= dé, DRE in 
7 dz— pdx — qd? PTIT d'a —=p#r—q#7y" 
Lx = ne 


dz— pd'x — qd'y 


La droite MI = } qui est la distance du point (x’, y’, z')au 
point M(x, y, z), est alors facile à calculer, et l’on trouve 


si dé Vi +p+ : 
 dz—p — pd x — q&y” 
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inais les différentielles qui entrent ici, appartenant à une 
courbe A"MB' située sur la surface donnée, doivent satisfaire 
à la relation 

dz = pdx + qdy, 
qui, étant différentiée sous le point de vue actuel, c’est-à- 
dire en y regardant x, y, z, comme variant à la fois, four- 
nit, au lieu de la relation (3), la valeur 


Lz= px + qd'y + rdx° + 2sdxdy + 1dy*; 


de sorte qu’en substituant dans l'expression de p, il vient 


diigets (LATE E p° +9 
— rdx* + 2sdxdy + 1dy°? 


ou bien, en divisant par ds? et ayant égard aux formules (7), 


Vi+tp+o 


12 = ———— , 
CO r'COS* a + 25 COS & COS6 —L £ cos’ » 


372. Ce résultat, qui, joint à la formule (6), p, == pcos a, Fic. 40. 
permet de calculer le rayon de courbure MI'— », de la sec- 
tion oblique A’MB”, montre que la portion MI=» de la 
normale à la surface, est indépendante de l’angle +, c’est-à- 
dire qu’elle demeure constante lorsque le plan sécant tourne 
autour de la même tangente MT, quoique alors MI — », 
change de grandeur et de position. Par conséquent, si l’on 
pose & —0o dans la formule (6), il viendra p, —p; ce qui 
pouve que MI — ? est précisément la position et la grandeur 
du rayon de courbure de Za section normale AMB passant 
par la tangente donnée MT. D'ailleurs, la formule (6) de- 
vient alors l’expression d’un théorème remarquable dü à 
Meunier, savoir que Le rayon de courbure d’une section obli- 
que est la projection, sur le plan de cette courbe, du rayon 
de la section normale qui passe par la méme tangenite. 

373. On peut énoncer ce théorème sous une autre forme, 
en imaginant une sphère décrite du point I comme centre, 
avec le rayon de courbure [M ,de la section normale AMB ; 
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_caril résulte évidemment de ce qui précède que tout plan 


Fre. 4. 


Frc. 40. 


N'MT conduit par la tangente MT, coupera cette sphère sui- 
vant un cercle MD’ qui sera le cercle osculateur de la section 
faite dans la surface par le même plan. 

374. Maintenant, comparons entre elles les diverses sec- 
tions normales faites dans la surface, tout autour du point M, 
et dont les rayons de courbure sont donnés (n° 372) par la 
formule (* 

Vi+p+ 


12 Din ee med DE rte 
(Ga r COS’ & H- 25 cos « cos 6 +- 1 cos’ 6? 


dans laquelle les angles # et 6 ne peuvent varier qu’en restant 
toujours soumis à la relation trouvée n° 369, 


(3) (Gi +p} cos’ a + 2pg cos æcos6 + (1 + g°)cos 6 — 1. 


Cette relation pourrait s’obtenir d’une manière plus prompte, 
en observant que les coordonnées de la courbe AMB , qui sa- 
tisfont toujours à la condition générale 


dx? + dy° + dr = ds’, 
doivent ici vérifier l'équation différentielle de la surface, 


dz = pdx + gdr; 


ce qui donne 
(1 + p°) dx? + 2pqdxdy + (1 + g°) dy° = ds; 


puis, en divisant les deux membres par ds’, et ayant égard 
aux formules (7), on retomberait sur (13). 


(*) Si l’on voulait arriver directement à ce rayon p, sans passer par la 
considération d’une section cblique, il suffirait, en réduisant les raisonne- 
mens du n° 370, d'observer que le centre de courbure de AMB est à la fois 
surla normale MN de ja surface, et dans les deux plans normaux consécutifs 
de la courbe AMB ; or comme le premier de ces plans renferme hécessaire- 
ment MN, cela reviendrait encore à combiner les équations (9), (ro; et (11) 
qui conduiraient ainsi directement à la formule (12). Mais ici, nous avons 
voulu démontrer en même temps le théorème de Meunier. 
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rome fois si l’on voulait n “employer qu’une seule iudéter- 
mince, on poserait 


cos 6, dy 
COS æ dr 


(14) = m, 
et en substituant dans (12) et (13), elles conduiraient, par 
l'élimination de cos* #, à cette nouvelle expression 


(AN UEr = Viper VAR TAPIE + g°| (rm P) )+2pgm+ ( 1-g')mt] 
Th 25m Æ tm Lil © 


379. Cela posé, observons que si, dans les formules (12) 
et (15), nous convenons de prendre ioujours POSITIVEMENT le 


radical V1 + p° + q°, la valeur totale de p aura constam— 
ment le même signe que son dénominateur ; car le numéra- 
teur de la dernière formule, égalé à zéro , n’admet que des 
racines imaginaires pour 72. Or ce dénominateur est égal, 

cela près d’un facteur positif cos’, au dénominateur de la 
valeur trouvée pour z°— z au n° 371 : donc p et 7 —z seront 
toujours de mêmes signes. Par conséquent, lorsque p sera 
positif pour une valeur attribuée à + ou à m dans les formules 
(12) ou (15), on pourra affirmer qu’'alors 3’ > z, et que par 
suite le rayon de courburep se trouvera dirigé au-bEssus du plan 
tangent; de sorte que la section normale correspondante se 
trouvera concave, au moins dans les environs du point con- 
sidéré. Au contraire , lorsque p sera négatif dans les forinules 
(12) ou (15), on aura 7 2, et, par suite, Ze rayon de cour- 
bure ? sera dirigé Au-DEssous du plan tangent ; c’est-à-dire que 
la section correspondante se trouvera convexe dans le voisi- 
nage du point en question. Ainsi, d'après la convention ad- 


mise plus haut sur le radical V1 Æp*+ 9°, les formules 


générales (12) et (15) offriront l’avantage d’indiquer à la fois 
la grandeur et Le sens de la courbure de chaque section nor- 
male. 


376. Pour reconnaître immédiatement si toutes les sections 
normales autour d’un même point, sont convexes ou non, 


2e 
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cherchons les racines du dénominateur de p, égalé à zéro, ce 


qui donne 


cos 6 —s#tVs —7rt M; 


—… e 
nm = — = ; 


COS æ ur la 


d’où nous conclurons que quand les coordonnées z, y, z du 
point considéré sur la surface , vérifieront la condition 


rt — s > 0, 


le dénominateur en question ne changera jamais de signe quel 
que soit l’angle +; donc toutes les valeurs de } auront un signe 
constant, et la surface se trouvera située, dans les environs 
du point considéré, tout entière au-dessus où tout entière 
au-dessous de son plan tangent. On dit alors que la surface 
est convexe tout autour de ce point; et elle serait entière- 
ment convexe, si la condition précédente se trouvait vérifiée 
pour tous ses points, comme dans un ellipsoïde. 
377. Au contraire, si pour le point considéré, on a 


rt— 5 Lo, 


le rayon de courbure deviendra infini pour les hypothèses 
m=m,,m=m,;, et il changera de signe avant et après 
chacune de ces racines; d’où il suit qu’il y aura des sections 
normales situées au-dessus du plan tangent, et d’autres si- 
tuées au-dessous, et que la surface sera non-convexe ou à 
courbures opposées, autour du point en question. C’est, ce 
qui arrive, entre autres, dans les surfaces gauches considérées 
au n° 318; car l’équation commune à tous leurs points étant 


gr — 2pqs + p'tit = 0, 
laquelle peut s’écrire sous la forme 
(gr — ps) + p'(rt — s) = 0, 


on voit qu'ici ré — 5° est nécessairement négatif, et qu’ainsi 
les surfaces de cette classe sont toujours non-convexes dans 
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tous leurs points. Nous reviendrons plus en détail sur cette 
discussion que nous ne voulons qu’indiquer dans ce moment. 
4 2,2 
378. Enfin, dans les surfaces développables, dont l’équa- 
tion générale (n° 328) est 


il arrive que le dénominateur de » devient un carré parfait, 
et par suite, ce rayon de courbure gardera encore un signe 
constant pour tous les points d’une telle surface. Elle sera 
donc convexe en chaque point; mais elle aura une courbure 
nulle dans la direction unique qui répond à 


Mm = M, = Ma) d’où pit 100 9 


direction qui coïncide évidemment avéc la génératrice recti- 
ligne de la surface développäble. 

379. Rentrons dans le cas général auquel se rapportent les 
formules (12) et (15); et comme il est évident à priori qu’en 
faisant tourner le plan sécant tout autour de la normale, la 
courbure de la section ne peut pas croître ou décroître indé- 
finiment , il y a lieu de chercher quelles sont les valeurs de 
« ou de m qui rendront le rayon p minimum ou maximum. 
Or, les quantités p, g, r, s, t étant des fonctions de x, y, z, 
qui se déduisent de l'équation de la surface, et sont par con- 
séquent indépendantes de à (*) ou de la direction donnée au 
plan sécant , il suffira d’égaler à zéro la différentielle de la 
formule (12) prise par rapport à æ et 6, et d’y joindre la diffé- 
rentielle de l’équation (13) qui lie entre eux ces deux angles. 
Il pourrait paraître plus simple d'employer la formule (15), 
où l’on n'aurait à différentier que par rapport à la seule in- 


EE A ee Ps 


(*) Cependant, pour quelques points singuliers dans lesquels les dérivées 
r . , . O ‘ 
PrQ;7358, t, prennent la’forme indéterminée S il peut arriver que Jeurs 


vraies valeurs se trouvent dépendre de a; mais ce sont des cas très particuliers 
pour lesquels nous renverrons an mémoire déjà cité de M. Poisson, à qui 
l’on doit la remarque et l’explication de ces circonstances singulières. Voyez 


le 21° cahier du Journal de l’École Polytechnique. 
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déterminée m; maïs les calculs seraient moins symétriques, 
et nous préférerons la première méthode. Si, d’ailleurs, nous 
écartons l’hypothèse | 
de d 

laquelle peut fournir quelquefois des minimum ou maxi- 
mum, c’est qu’elle ne conduirait ici qu’à égaler à zéro le 
dénominateur de », et donnerait ainsi les valeurs infinies déjà 
remarquées au n° 377, mais qui ne sont point de véritables 
minimum où maximum; Car, le rayon p changeant brus- 
quement de signe avant et après ces valeurs extrêmes, on ne 
trouve plus là Za continutté indispensable au maximum qui a 
besoin d’être 2mmédiatement suivi et précédé de valeurs plus 
petites. En partant donc des formules (12) et (13), nous 
poserons 


(r cos & Hs cos 6) sin ade + (it cos 6 + s cos &) sin GA — 0, 
[(i+-pcosæ+-pgcosé]sinada+-[(1+4g")cos+pqcose]sinéde—0, 
d’où l’on déduit 


r'cOSæ + Scos6 __ (1 + p°) cos « + pq cos é 


G6) tcosG + scosæ  (1+g‘)cosË + pgcosa" 


Cette relation, jointe à (13), déterminera les valeurs de # et 
6 qui rendront p minimum ou maximum ; donc, pour obte- 
nir l’équation qui donnera simultanément tous ces rayons 
particuliers qu’on appelle RAYONS PRiINGIPAUX, il suffit d’élimi- 
ner æ et 6 entre (12), (13) et (16). Mais, afin de n’avoir à 
opérer que sur des équations du premier degré, multiplions 


puis ajoutons l’unité à 


d’abord l’équation (16) par 


cos 6? 
chaque membre ; nous formerons ainsi une nouvelle équation 
où il entrera 1°, le polynome (13) qui égale l’unité : 2°. le 


dénominateur de p, qui pourra être remplacé par At en po- 


sant pour abréger, 
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Vi+p+g—=Ek; 
de sorte qu'il viendra 
(17) Leos € + s cos « = © [(r + g°)c08 6 + pages al. 
De même, en renversant d’abord les fractions de l’équation 


6 
uis en 
œ À P 


Ce cos 
(16), et multipliant les deux membres par . 
€ 


ajoutant l’unité à chacun, on trouvera 


(18) r COS & +- Leos 8 = [(u “£ p°) cos « + pq cosC]. 


Alors, voilà deux équations (17) et (18) qui peuvent rempla- 
cer (13) et (16), et qui sont du premier degré; on en tire 
aisément 


(19) [pt — ki + g'jlcosé = (pq — ps)cosa, 
(20) Cor — kr + p’]cosa — (Xpqg — ps) cosé ; 


puis, en multipliant ces dernières l’une par l’autre « et 6 se 

trouvent éliminés ; et il vient, en remplaçant le signe général 
? ? 

p par R qui désignera dorénavant Zes rayons principaux, 


(21). R°(rt—s*) —RA[(1+7")r—2pqs+ (1+p°)t] + kif = 0. 
Cette équation du second degré montre que, parmi toutes les 
sections normales faites autour d’un même point d’une sur- 
face, il n’y en aura généralement que deux dont les rayons 
de courbure soient plus grands ou plus petits que les autres; 
leurs valeurs seront données par les racines de l’équation (21), 
savoir (*) 


1% 


} k a 2k° 
Ü— — 2 — À — 
(2) pe HER VA — 4gk) 


EVE IgE " 


(*) Ces racines sont toujours réelles, comme nous le prouverons générale- 
ment au n° 398; mais on pourrait s’en assurer déjà très simplement en sup- 


Fire. 46. 
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où nous avons posé, pour abréger, 


g = ri — s, k OVNI 7° 
h — (1 + g’)r — 2pgs +.(1 + p°t; 


et nous prouverons plus loin (n° 385, 388) que, de ces deux 
rayons , l’un R’ est toujours un minimum, et l’autre R” un 
maximum parmi toutes les valeurs de p, du moins en compa- 
rant celles qui ont un même signe. 

380. Au rayon minimum R° correspondra une section nor- 
male de courbure maximum, et au rayon maximum R" une 
section de courbure minimum , lesquelles se désignent aussi 
sous le nom de SECTIONS PRINCIPALES. Pour trouver leurs posi- 
tions, il suflit de recourir à l’équation (16) qui détermine le 
rapport 

cos 6 dy 
cos NU LV NE 


et qui, ordonnée par rapport à cette quantité, devient 


dy? d 
G3) LG + 9) — pal HT [+ gr (1 + pi] 
— [QG +pr)s-—pal = 0. 
Les deux racines de cette équation (*) seront évidemment 


m' = tangP'PS, m° = tang P’PS; 


posant p = 0 et g = 0 dans l’équation (21), qui donnerait alors des valeurs 


‘dont le radical porterait sur la somme de deux carrés. Or, comme cette hypo- 


thèse revient à supposèr que le plan des (x, y) a été choisi parallèle au plan 
tangent dans le point considéré, ce qui ne peut altérer nullement la forme 
de la surface, il est certain que si les deux rayons R’ et R” sont réels dans 
cette hypothèse, ils le sont pareillement dans toute autre position des plans 
coordonnés. 

(*) Ces racines sont aussi toujours réelles, comme nous le prouverons 
d’ane manière générale au n° 398; maison peut le reconnaître déjà, en po- 
sant p—0oetg = 0, comme dans la note précédente; car l’équation (33) se 
réduit alors à la forme (24) où la réalité des racines est évidente. 
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ainsi, elles feront connaître les projections PP’ et PP” des 
deux tangentes MM” et MM” par lesquelles doivent passer les 
plans normaux qui contiennent les deux sections principales 
MA et MB; mais pour distinguer celle qui répond au rayon 
minimum KR’ de celle qui répond au rayon maximum R, il 
n’y aura qu'à substituer tour à tour R’et R” à la place de p 
dans une des équations (19) et (20), puis en déduire la ya- 

cos 6 


leur de 
OS æ 


381. Les plans des deux sections principales sont toujours 
perpendiculaires entre eux. En effet, l’angle de ces plans est 
évidemment mesuré par celui des tangentes MM’ et MM”; et Fic. 46. 
pour estimer ce dernier plus facilement, nous supposerons 
que les axes coordonnés ont été choisis de manière que Île 
plan XY soit parallèle au plan tangent de la surface en M. 
Cette hypothèse ne peut rien changer à la position relative 
des tangentes ou des élémens MM’et MM”; mais elle rendra 
ces élémens parallèles à leurs projections PP” et PP”, et par 
suite il suffira de prouver que l’angle P'PP" est droit dans 
cette hypothèse. Or, l’équation générale du plan tangent 


Z—z=pA — 2x +q%- 7), 
devant se réduire alors à la forme Z— 3, on en conclut que 
pour cette position du plan tangent, on a p—0 et g=—0; 
valeurs qui introduites dans l'équation (23), la réduisent à 


dy° dy fr—t 
(24) T4 Ÿ—1=0; 


dr? S 


et la forme du dernier terme montre que les deux racines 
satisfont à la condition 


Ms Me à 


ce qui prouve que les deux directions PP’ et PP’ sont bien 
rectangulaires, ainsi que les tangentes MM’ et MM” dans 
l’espace. 

382. Pour apercevoir aisément les rapports que les deux 


Eric. At. 
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rayons principaut ont avec les autres, imaginons que l’ori- 
gine des trois axes coordonnés rectangulaires soit placée au 
point M donné sur la surface, et que deux de ces axes, MX 
et MY, soient situés dans le plan tangent; alors on aura, 
comme ci-dessus, les conditions 


+ 
Mi 0) 9 = 04 /'COSC sr 


ce qui réduira la formule générale (12) à 


I 


( ) f r COS* & + 25 COS & SIN & + { Sin” « 
En outre, nous pouvons admettre que les deux axes MX et 
MY ont été choisis tangens aux deux sections principales MA 
et MB, puisqu'on vient de voir que ces courbes sont situées 
dans deux plans normaux rectangulaires; mais alors une des 
racines de l’équation (24) devra être nulle, et l’autre infinie ; 
ce qui entraîne évidemment la condition s —0, attendu que 
l’on a 
Lx ’ ul 


mm + m'—= 25 OT TES met = NAN 
E 


donc, avec de tels axes coordonnés, on aura pour le rayon 
de courbure MI d’une section normale MN, qui fait un angle 
« avec MA , la valeur très simple 


I 
7 rcos a + Sin‘ 


(26)  p 

383. Maintenant, pour déduire de là les deux rayons prin- 

cipaux qui appartiennent, d’après nos hypothèses, aux sec 

tions MA et MB, il suflit ici de poser tour à tour «=, 
æ—90°; ce qui donne 


I 


MG = RTE SUN RUES: 
Li [A 


Or, en substituant ces valeurs dans la formule (26), l’expres- 
sion d’un rayon qnelconque MI = p, devient 
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(27) : = cos e+prsinte, 


relation très remarquable, trouvée d’abord par Euler, et 
d’après laquelle on pourra toujours calculer aisément le 
rayon de courbure MI — p d’une section normale quelcon- 
que MN, dès que l’on connaîtra l’angle + qu’elle forme avec 
une des ici sections principales MA et MB, ainsi que les 
rayons R’ et R” de ces dernières. 

Tandis que si l’on employait des sections normales quel- 
conques , il faudrait connaître trois rayons p”, p”, p” de pa- 
reilles courbes, et les angles +’ et #” compris entre elles, pour 
calculer, d’après la formule (25), le rayon p d’une section 
normale MN qui ferait l’angle + avec la première. En effet, 
si dans la formule (25) où + est compté à partir d’un axe des 
æ qui a une direction arbitraire sur le plan CHE on pose 
tour à tour 


] 
Î 


Ca 
fo 
L(4 
P 5 
a = & + a" et p pis 


on aura trois équations de condition qui suffiront pour déter- 
miner les constantes r, s, t; après quoi, cette même formule 
(25) fera connaître le rayon » de la section particulière que 
l’on cherche. 

384. Remarquons ici que si l’on compare deux sections 
normales qui soient perpendiculaires l’une à l’autre, leurs 
rayons de courbure p’ et ?” se déduiront de la formule (27) 
en y posant successivement 


Il 
] 


la ay et dire, +907; 
ce qui donne 
1 I I 12% ’ I / 
= — — ç0s? &’ + sin? «! — = — sine + — cos? + : 
g” 4 [4 { 14 7 
ee R 5 D R 


d’où l’on conclut 


18 


Fi. 41. 
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I LA I 


I 
re ds 


Ainsi la somme des rayons de courbure renversés de deux 
sections rectangulaires, ou bien /a somme des courbures 
(n° 352) de ces sections, est toujours constanie autour d’un 
même point d’une surface. Mais on doit bien remarquer qu’il 
s’agit ici d’une somme analytique ; car les règles établies au 
n° 375, sur les signes des rayons et sur Le sens de la courbure 
des sections normales, doivent être observées dans toutes les 
conséquences que nous avons tirées de la formule générale 
(12) ; et c’est aussi d’après ces règles que nous allons mainte- 
nant discuter l’équation d’Euler. 


385. Lorsque les deux rayons principaux sont de même 
signe, comme dans la figure 41, où R' = MG et R’— MH, 


. la formule 


(27) = = » cos? æ + _. sin? #, 


montre clairement que, quel que soit l’angle #, chaque sec- 
tion normale MN aura aussi un rayon p— MI de même signe 
que R'et R’; et par conséquent (n° 355) toutes les sections 
normales autour du point M seront situées, dans les environs 
de ce point, d’un même côté du plan tangent : la surface est 
dite alors convexe au point M. 

Dans la même hypothèse, le plus petit des deux rayons 
principaux , en valeur absolue, est MINIMUM parmi tous les 
rayons de courbure des diverses sections normales ; et Ze plus 
grand des deux rayons principaux est MAXIMUM entre tous les 
autres. En effet, puisqu’ici R’, R"et » sont tous de même 
signe , l’équation (27) subsistera toujours en ne prenant que 
les valeurs absolues de ces rayons, c’est-à-dire en rendant 
tous ses termes positifs; et si alors on suppose R’<< R", on 
pourra écrire cette équation sous l’une et l’autre des formes 
suivantes : 
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TA US 1 LA 
FR ANR T7: Ar 


I 1: I 
= p+(p — pu) cos a, 


Or, d’après l'hypothèse R' << R", il résulte évidemment de 
ces équations qu’on aura toujours, quel que soit l’angle «, 


ss | 


1 I I I 

LE NOT LR 

p < BR’ € Ë p De, R"? 
d’où LE PS OT 


ce qui prouve que R'est minimum, et R° maximum entre 
toutes les valeurs de p. 

386. Lorsque les deux rayons principaux sont égaux et de 
même signe, la formule (27) montre que p—R’, quel que 
soit l’angle z; alors toutes les sections normales faites autour 
du point M ont une courbure égale, et chacune peut être re- 
gardée comme une section principale. En effet, si nous pre- 
nons le plan tangent pour le plan des (x, y), comme au 
n° 381, nous aurons p—0o, g9—0, et la formule générale 
(22) deviendra | 
ri V(r— DES 


11— s° 


R = 


? 


or, pour que ces deux valeurs soient égales, il faudra poser 
r—i1= 0 et s — 0, 


conditions qui rendront identique Véquation (24) , et laisse 
ront alors entièrement arbitraires les directions des sections 
principales que cette équation devait déterminer. Cette cir- 
constance se présente évidemment dans une sphère pour tous 
ses points, et dans un ellipsoïde de révolution pour les deux 
points qui sont sur l'axe; mais nous reviendrons (n° 397) 
d’une manière plus complète sur ce genre de points singuliers 
que l’on nomme des Ombilics. 


387. Supposons maintenant que les rayons principaux 
18.. 


Fre. 42. 
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soient de signes contraires, par exemple, R’ positif et R” 
négatif; les deux sections principales MA et MB auront la po- 
sition indiquée fig. 42, et la surface sera non-convexe au 
point M, puisqu'il y aura des sections situées au-dessus du 
plan tangent en ce point, et d’autres placées au-dessous. 
Pour déterminer les limites des unes et des autres, mettons 
en évidence les signes des deux rayons R’ et R” dans la for- 
mule (27), qui deviendra ainsi 


1 1: 
(28) — = COS? œ—— — Sin «. 
[A 


On voit alors qu’en faisant augmenter l'angle # à partir de 
zéro, le rayon variable » commencera par être positif, et 
égal à R’; puis, ilira toujours en croissant jusqu’à p=— ©, 
valeur qu'il atteindra quand l’angle # aura acquis une gran- 
deur « propre à vérifier l’équation 


cos”? sin? w , R’ 
PAM ee TR? ? d’où tang © = rs Ve 


Si donc on tire dans le plan tangent , deux droites MD et ME 
qui fassent chacune avec MX un angle égal à , ces droites 
seront les traces de deux plans normaux limites, tels, que 
toutes les sections comprises dans les deux angles opposés 
DME et D'ME’ auront des rayons de courbure positifs ; et 
par suite (n° 375) ces sections seront toutes situées au-dessus 
du plan tangent. D'ailleurs, il est évident que R’ sera Le 
MINIMUM de tous ces rayons positifs. 


388. Si l’on fait ensuite augmenter « au-delà de », la 
formule (28) montre que » devient négatif, et va en décrois- 
sant numériquement depuis «=, où p—#, jusqu’à 
# — 00°, où p — — R” : au-delà le rayon p, toujours négatif, 
recommence à croître numériquement Jusqu'à & — 180° — w, 
où p—— ; de sorte qu’en continuant cette discussion, on 
verra que toutes les sections situées dans les deux angles op- 
posés DME” et D'ME, ont des rayons de courbure négatifs, 
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et par conséquent ces diverses sections sont toutes (n° 3#5) 
au-dessous du plan tangent. 

D'ailleurs, on voit que R” sera le minimum numérique des 
rayons de courbure de ce genre ; ou bien, si l’on continue à 
tenir compte de leurs signes , on peut dire que Ze rayon —R" 
est un MAXIMUM analytique , mais seulement par rapport aux 
rayons négatifs : au lieu que dans les surfaces convexes 
(n° 365) les deux rayons principaux R’ et R” étaient, l’un 
minimum absolu, l’autre maximum absolu entre tous les 
rayons de courbure des diverses sections normales ‘faites par 
le point en question. 

389. On trouve des exemples de ces courbures opposées, 
sans sortir des surfaces du second ordre. En effet, dans le 
paraboloïde hyperbolique et l’hyperboleïde à une nappe, 
nous savons que le plan tangent en un point quelconque 
coupe la surface suivant deux droites; or ce sont ces lignes 
qui, tenant lieu des droites DD'et EE’ (fig. 42), partagent 
la surface en quatre régions opposées deux à deux, dans 
lesquelles les sections normales tournent successivement leur 
convexité en sens contraires. Pour fixer davantage les idées, 
il n’y a qu’à considérer spécialement l’un des quatre sommets 
de l’hyperboloïde à une nappe, et faire tourner le plan de 
l’ellipse de gorge autour de l’axe qui coïncide avec la nor- 
male à ce sommet : alors on reconnaîtra sans peine que ce 
plan mobile donne d’abord des sections elliptiques convexes 
extérieurement, puis des hyperboles concaves ; et que ces 
deux genres sont séparés par deux sections rectilignes, qui 
tiennent lieu de paraboles, parce que le plan sécant, arrivé 
à l’une ou à l’autre de ces limites, renferme deux droites 
parallèles de la surface. 

390. Observons que dans l’hyperboloïde gauche dont nous 
parlons ici, les sections normales limites sont précisément ces 
deux génératrices rectilignes, et par conséquent leurs rayons 
de courbure sont évidemment infinis, comme l’avait annoncé 
la formule (28); mais, dans les surfaces d’un degré plus 
élevé, les plans normaux limites donneront des sections aur- 
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vilignes, distinctes des droites DD’, EE’, et tangentes à ces 
lignes, avec lesquelles elles auront même un contact du se- 
cond ordre au moins, puisque les rayons de courbure sont 
toujours infinis à ces limites. C’est ce qui arrive dans le 
Tore, où le plan tangent à la nappe intérieure coupe la 
surface suivant une courbe fermée, dont les deux branches 
offrent un point multiple. Les tangentes à ces deux branches 
sont les traces des plans normaux limites , et ceux-ci cou- 
peront le tore suivant des courbes qui toucheront ces mêmes 
tangentes, avec un contact du troisième ordre, puisque 
chacune sera tout entière d’un même côté de sa tangente. 
Voyez la Géométrie descriptive, n° 715...1710. 

391. Dans les surfaces développables, dont l’équation gé- 
nérale trouvée n° 326, est 


2 — 


on voit que si on les rapporte aux mêmes axes que ci-dessus 
(n° 382), la condition s — o entraînera l’une de ces deux-ci, 
r—= 0 ou {—0o; de sorte que l’un des rayons principaux 
trouvés n° 393 sera infini. Mais sans recourir à ces axes par- 
ticuliers, la formule générale (22) dans laquelle il faudra 
poser g — 0, après avoir fait passer le radical au dénomina- 


teur , donnera 
k3 
[4 La 
R = —, K = — 
() h 


d’ailleurs la formule (12) devenant ici 


k 
(V'r cos mai V'£cos €)” 


il en résulte que toutes les sections normales auront des 
rayons de même signe, quel que soit l’angle #, ou bien que 
la surface est encore convexe dans tous ses points. Ces résul- 
tats s'accordent avec la nature des surfaces développables 
dans lesquelles nous savons (n° 274) que le plan tangent ne 
coupe pas, mais touche la surface tout le long de la généra- 


p — 
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trice rectiligne; et cette droite devient la section principale 
dont le rayon de courbure Rest maximum et infini, tandis 
que le rayon minimum KR appartient à la section faite per- 
pendiculairement à la génératrice. Toutes ces conséquences 
sont faciles à vérifier quand on prend pour exemple un cy- 
lindre à base quelconque. | | 

392. Les formules (27) et (26), qui lient entre eux les 
rayons de courbure des diverses sections normales, présen- 
tent une analogie frappante avec les relations qui existent 
entre les diamètres et les axes d’une ellipse ou d’une hyper- 
bole. On sait, en effet, qu’en appelant a et b les demi-axes 
d’une ellipse, et &’ un demi-diamètre qui fait un angle # 
avec le premier axe, on a pour déterminer la longueur de ce 
diamètre, l’équation 

_ = “= COS’ 4 + à sin° 4, 

laquelle subsiste pour l’hyperbole, en changeant b? en — 4”. 
Si donc on construit une courbe du second degré dont les 
axes soient tels que 


@—R, b=R", on aura évidemment a?—»; 


de sorte que si les rayons principaux sont tous deux positifs, 
cette courbe sera une ellipse dans laquelle Zes carrés des di- 
vers diamètres représenteront, d’une manière graphique , Les 
valeurs croissantes ou décroissantes des rayons de courbure 
des sections normales faites dans la surface. Si au contraire 
R' est positif et R” négatif, l’axe à sera imaginaire, et la 
courbe construite sur les demi-axes a et b, toujours déter- 
minés comme ci-dessus, deviendra une hyperbole dans la- 
quelle les demi-diamètres a”, tantôt réels, tantôt infinis, 
tantôt imaginaires, suivant la valeur de «, représenteront 
aussi, par leurs carrés, la grandeur et le signe des rayons de 
courbure des diverses sections normales (*). 


(*) On pourrait aussi former une courbe du second degré daus laquelle les 


LCA 


Fic.43. 
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393. La courbure d’une surface quelconque S, en chacun 
de ses points, peut toujours être assimilée à la courbure d’un 
ellipsoide , ou d’un hyperboloïde gauche, dans un de leurs 
sommets réels. Soient en effet MZ la normale de S au point 
en question M; MA et MB les deux sections principales si- 
tuées dans les plans rectangulaires ZX, ZY ; et R’, R" leurs 
rayons de courbure , que nous supposerons d’abord tous deux 
positifs. Si dans les plans ZX, ZY , nous traçons deux ellipses 
qui aient un axe commun MO—c, arbitraire en longueur, 
mais dirigé suivant la normale , et qu’ensuite nous choisis- 
sions les deux autres axes OA"— a, OB'—b, de manière 
que l'on ait 

sage) 1 
REA EE C 


LE u 
= tR, 


il en résultera que les ellipses MA” et MB’ auront en M les 
mêmes rayons de courbure (*) que les sections MA et MB; 


rayons vecleurs, et non pas leurs carrés, représenteraient les rayons de 
courbure des diverses sections normales de la surface. En effet, si l’on ren- 


verse la formule (29), et qu’on y remplace cos « et sin & par leurs valeurs en 
auction d cos 24, on trouvera aisément 


fa 2R’R" ï 
PT ERP IV) ER” N) cos 24? 


puis , si l’on pose 


R°'+R/=0a, R°—R'—0oc, d’où R'R'—a2—c, 
il viendra 
a? — c3 


PT GE c.cos 22° 


équation polaire d’une section conique dont les demi-axes sont «a et 


b=— V/a2 —c, et dont les rayons vecteurs, partis du foyer, seront les lon- 
gueurs des divers rayons de courbure ; mais il faut bien observer que chacun 
de ces rayons vecteurs devra former avec l’axe 24 , un angle double de celui 
que comprennent les plans dep et de R”. 

(*) On sait qu’au sommet d’une courbe du second degré le rayon de 
courbure est égal au demi-paramètre; c’est-à-dire au carré du demi-axe_ 


parallèle à la tangente en ce sommet, divisé par le demi-axe qui aboutit 
à ce point. 
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et par suite elles seront osculatrices de ces courbes , c’est-à- 
dire qu’elles auront avec ces sections un contact du deuxième 
ordre. Or, ces deux ellipses déterminent complètement un 
ellipsoïde S’ dont les demi-axes sont OA’, OB', OM, et qui 
sera dit osculateur de la surface S, parce que tout plan nor- 
mal ZMX’ coupera ces deux surfaces suivant deux courbes 
MN et MN’, qui seront osculatrices entre elles, ou bien qui 
auront le même rayon de courbure. 

Pour démontrer cette proposition, il faut remarquer que 
la section MN sera une ellipse ayant pour axes OM — cet 
ON — a’, et que, d’après la note précédente, le rayon de 


fa 
courbure au sommet M sera p — —; mais a’ est un demi- 
C 


diamètre de l’ellipse A’N’B’, lequel est lié avec les axes par la 
relation déjà citée 
1 1 177 
CE ne nn a LAMY Sr 
Pam cos? + FE SIN” ® ; 
et puisque l’on a, par tout ce qui précède, 
1 C 1 c I c 
— —= T7 9 ST —= re ST —= 729 
p a R a R b 
la relation ci-dessus devient 


E 


I 
KE _ cos pr œ; 


or, en la comparant avec la formule (27) qui donne le rayon 
de courbure de la section MN, savoir, 


I Le 
27 2 ‘Æ 2 
CSS cos’æ + TU Sin” #, 


on en conclut que p —p', c’est-à-dire que les sections MN 
et MN’, faites dans les surfaces Set $’, sont osculatrices l’une 
de l’autre, pour une même valeur de l’angle #. Par consé- 
quent, la forme bien connue de l’ellipsoïde S’ aux environs de 
son sommet M, pourra servir à donner une idée exacte de la 
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courbure de la surface S autour de ce point ; seulement il fau- 
dra se rappeler que quand le point M variera sur la sur- 
face S, l’ellipsoïide osculateur changera lui-même, puisque 
ses axes dépendent des rayons principaux au point que l’on 
considère. 

394. Si maintenant on suppose le rayon principal R’ positif, 
et R” névatif, les axes de la surface osculatrice S’ devant tou- 
jours être déterminés par les conditions 


d° d'OS : 
FA re R , F ZE — R , 
en continuant de prendre MO — c positif, on voit que a 


sera réel et à imaginaire: par conséquent l’ellipse MB” se 
changera en une hyperbole tangente à MY, mais située 
au-dessous de cette droite, et la surface osculatrice S’ de- 
viendra un hyperboloïde gauche, dont l’ellipse de gorge 
sera MA’. Du reste, l’identité des rayons de courbure p et p” 
relatifs à deux sections MN et MN”, faites par un même plan 
dans la surface S et dans l’hyperboloïde S’, se démontrera 
comme ci-dessus, puisqu'il suffira de changer partout les 
signes de R" et de ?, et que la courbe A’N’B', qui deviendra 
une hyperbole dont l’axe réel sera OA” et l’axe imaginaire OB, 
offrira encore entre ces axes et le diamètre ON’ — à’, réel ou 
imaginaire , la relation 
1 I 1 

KR COS æ — Be sin” «. 

Ainsi, cet hyperboloide gauche sera osGuLATEUR de la sur- 
face S non-convexe, et donnera par la courbure de son som- 
met une idée exacte de la forme de cette surface dans les 
environs du pointM. Nous n’avons pas effectué ici ces construc— 
tions ; mais on les trouvera développées avec détail dans la 
Géométrie descriptive, n° 684. f 

395. Lorsque la surface sera développable, un des deux 
rayons principaux , R” par exemple, sera infini (n° 391) ; et 
alors l’axe b devenant aussi infini, l’ellipse MB’ se changera 
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en deux droites parallèles à MY, de sorte que la surface du 
deuxième degré osculatrice de S , deviendra un cylindre ayant 
pour section droite Vellipse MA”. Toutefois, ce cylindre, 
quoique tangent à S tout le long de la génératrice rectiligne, 
ne sera osculateur qu’au point M. 

396. Nous ferons observer aussi que dans le n° 303 on aurait 
pu employer pour surface osculatrice ; un hyperboloïde à deux 
nappes ou un paraboloïde elliptique, puisque ces surfaces sont 
convexes comme l’ellipsoïde ; et dans le n° 394, l’hyperboloïde 
gauche aurait pu ètre remplacé par un paraboloïde hyper- 
bolique ; maisnous nous sommes bôrnés à employer, parmi ces 
cinq surfaces, les deux principales dont la forme est plus 
facile à se représenter. 

En général, deux surfaces quelconques S etS’ sont oscu- 
latrices en un point M où la normale est commune, lorsque 
toutes les sections normales sont respectivement oscula- 
trices. Or, pour cela, il suffit que les deux sections princi- 
pales de S soient dans les mêmes plans, et aient les mêmes 
rayons de courbure que les sections principales de S”: ou bien, 
que trois sections normales quelconques de S se trouvent os- 
culatrices des sections faites dans S’ par les mêmes plans nor- 
maux; car il résulte évidemment de la formule (27) et des 
calculs indiqués au n° 383, qu’alors tout autre plan normal 
coupera $ et S’ suivant deux courbes qui auront aussi le même 
rayon de courbure, et qui seront par conséquent oscula- 
trices l’une de l’autre. ) 

Cette définition des surfaces osculatrices équivaut, d’a- 
près la formule générale (12), à exiger comme conditions 
analytiques, que l’ordonnée z et les dérivées p,q,r,s,t, 
aient des valeurs égales dans les équations des deux sur- 
faces, lorsqu'on y substitue les coordonnées x et y du 
point considéré, 

397. Des ompizics. On nomme ainsi un point d’une surface 
pour lequel toutes les sections normales ont la même courbure, 
ce qui exige (n° 386) que pour un tel point, les deux rayons 
principaux soient égaux en grandeur et en signe. Il est donc 
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nécessaire et suffisant que le radical de la formule (22) soit 
nul, c’est-à-dire que l’on ait k° — 4gk° — 0, ou bien 

(29) Ci + gr —2pgs + Ga +P ris) (+ p° 490 ; 
mais cette condition se partagera toujours en deux autres, 
comme il est arrivé déjà dans le cas particulier du n° 386. 
En effet, si l’on développe le carré indiqué, en ne lais- 
sant dans le premier membre que la quantité 


EEE RQ ES CPE, 


et que l’on retranche Ges deux membres de la nouvelle 
équation, quatre fois le produit des deux termes de ce 
binome, on pourra écrire la relation (29) sous la forme 


(Bo) LG +9}—0Q ++ AG +p)s-pgrllG+9s-patl=0; 
puis , si l’on pose 

(31) (4 + p°}s — pgr = U, 

(2) GG + gs — pgt = V, 


d’où l’on déduit, en éliminants, 


(33) (1 + gr — (1 + p')t = (ir EP (1 + ga 


alors l’équation (30) deviendra 
(49 [A + PV — QG + QU} + 4p'q UV = 
qui, en développant le carré, peut être écrite ainsi 

35 Dax :)V— ( me Par À u P'PAHP ET) y 


Or, sous cette forme, on voit clairement qu’on ne peut y 
satisfaire qu’en posant à la fois U — o et V — 0, c’est-à-dire 


(86), (1 + p'}s — pgr = 0 
(7) (+ gs — pat = 0; 
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car on ne doit pas chercher à vérifier l’équation (35) en ren- 
dant nulles ou infinies les quantités p et 9, puisque ces hy- 
pothèses ne feraient qu’exprimer une inclinaison particulière 
du plan tangent sur les plans coordonnés, sans avoir aucune 
influence sur la courbure de la surface dans les points auxquels 
on serait conduit par ce moyen. 

398. Nous avons imité ici la marche de M. Poisson, parce 
qu’elle offre l’occasion de prouver généralement que les ra- 
cines des équations (2x) et (23) sont toujours réelles ; car les 
radicaux que produit la résolution de ces équations , renfer- 
ment précisément les deux polynomes (29) et (30), équivalens 
entre eux, et qui viennent d’être ramenés à la forme (35) 
composée de deux carrés. 

Mais pour arriver aux conditions U —o et V = 0, il suf- 
fisait d’exprimer directement que, dans un ombilic, tous les 
rayons de courbure des sections normales sont égaux entre eux ; 
ce qui devient facile en partant de la formule générale trou- 
vée n° 374, 


[G + p°)+2pgm+( + RE 
r + osm + 25m + im 


puisqu'il suflit d’écrire que le second membre est indépendant 
de la quantité m, qui varie seule quand le plan sécant nor- 
mal tourne autour du même point donné sur la surface. Or, 
pour cela, il est nécessaire et suflisant que les coefficiens de 
chaque puissance de "2 aient entre eux le même rapport, ce 
qui donne les deux équations 

PR D PT) LE MERE 


S LA 


=Vi+p+g 


lesquelles coïncident évidemment avec les conditions (36) 
et (37). 

399. Remarquons d’ailleurs que l'équation (23), qui dé- 
termine généralement la direction des sections principales 
en un point donné, devient totalement identique quand 
la double condition (38) est vérifiée pour ce point : ré- 
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sultat auquel on parvient aussi en observant que, d’après les 
relations (31), (32) et (33), cette équation (23) peut s’écrire 
sous la forme suivante, qui nous sera utile plus tard, 


pa vae DU PITE ete vu 
P9 


et comme pour un ombilic, on à toujours U=o et V = 0, 
il en faut conclure qu’alors la direction des sections de cour- 
bure maximum et de courbure minimum demeure totalement 
indéterminée. En effet, autour d’un tel point, toutes les sec- 
tions normales ayant la même courbure, chacune peut être 
dite une section principale. 

400. De cette discussion il résulte que, pour trouver 
si une surface donnée F(x, y, z) — o admet des ombilics, 
il faut, après avoir déduit de cette équation les expres- 
sions de p, g,r, s,t en fonction de x, y, z, poser les 
deux conditions 


vo 


gg, EPL Ite 


ep p 


puis, en les joignant à F(x, y, z) — o, chercher si le 
système de ces trois équations finies, admet des valeurs 
réelles pour les coordonnées x, y, z. On voit par là qu'il 
n’y aura, en général, qu’un nombre limité d’ombilics sur - 
une surface donnée. 

4or. Cependant, si les deux équations (38) se réduisaient 
à une seule vraiment distincte, alors cette équation jointe 
à F(x, y, z) — 0, déterminerait sur la surface donnée 
une courbe dont chaque point serait un ombilic, et qui 
est nommée la ligne des courbures sphériques, parce que 
dans chacun de ces points, la surface offrirait une cour- 
bure uniforme, comme celle d’une sphère. 

402. Mais si, au lieu de donner l’équation F(x, y, z)—0o, 
on demandait quelle est la surface dont chaque point est un 
ombilic, c’est-à-dire pour chaque point de laquelle les deux 
rayons principaux sont égaux entre eux, sans rien préju- 
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ger sur leur variation d’un point à un autre de cette sur- 
face, il faudrait alors trouver une fonction inconnue z= f{x,y) 
qui fût telle, que ses dérivées du premier et du second ordre 
vérifiassent les relations (36) et (35). Or, en se rappelant 
la signification de ces dérivées (n° 368), on voit que les 
équations (36) et (37) peuvent être écrites sous la forme 
P  dp 1 dg LT #4 1 dp 


— = — — es TR Er lo 


alors elles peuvent s’intégrer (*) comme des équations dif- 
férentielles ordinaires, pourvu qu’on remplace les constantes 
arbitraires par une fonction YŸ de y dans la première, et 
par une fonction X de x dans la seconde, ce qui con- 
duira à 


1+pP=Yg, 1+9 = Xp, 
l 
d’où l’on déduit 
DR AE D 
= 1/65 D = Va 
Mais les quantités p et g doivent, par leur nature, sa- 


VD CL, d ; $ 4; 20 
tisfaire à la condition ee RL qui devient ici 
dy dx 


(UO 3 Mae 


or, quelles que soient les fonctions X et Y, cette égalité 
est de la forme © (x) — + (y), et elle ne peut subsister 
pour toutes les valeurs de x et de y qui sont des va- 
riables indépendantes, qu’autant que chaque membre se 
réduira à une même constante arbitraire. Représentons-la 


I AU: dé CN dY. 
EE < Ni 


donc par + 


pour la commodité des calculs, et nous au- 


(*) Cette”marche, plussimple que celle de Monge, est tirée du Mémoire de 
M. Poisson, 
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rons ainsi 
LAON EANaUR CYR 247 
Ton EP NÉ UR ET | eV 
{+ Y)° 


» 
Gt À) 
d’où l’on déduit par l'intégration, et en appelant à et 
deux nouvelles constantes arbitraires, 


ae, Le 
Jap MODE SVT Re 


De là nous pouvons tirer les valeurs de X et Y pour les subs- 
tituer dans celles de p et g qui deviendront 


ares nt Le A ET DOTE HURSIEN 
Va —(a—x)—(b— 7)" VS (a—x) (07) 


et enfin, ces dernières substituées dans la relation..... 
dz = pdx + gdy, rendront le second membre une différen- 
tielle exacte, de sorte qu’une nouvelle intégration donnera 


@—a+(r—Y+G—=?, 


ce qui représente une sphère dont le rayon et le centre sont 
arbitraires. 

11 est démontré par là que la sphère est la seule surface 
qui offre une courbure uniforme tout autour de chaque nor- 
male; et que de cette propriété résulte aussi l’invariabilité 
de la courbure en passant d’un point à un autre de la sur- 
face. 

403. DÉS LIGNES DE couRBURE. Monge a nommé ainsi la 
suite des points d’une surface pour lesquels les normales in- 
finiment voisines se rencontrent consécutivement ; et 1l existe 
sur toute surface deux séries de pareilles lignes, comme le 
calcul va le faire voir. Soit en effet 


z = f(x; ÿ) 


l’équation d’une surface rapportée à des axes rectangulaires 
quelconques, et M un point de cette surface dont les coor- 


DE LA COURBURE DES SURFACES. 2609 


«. 


données sont x, TJ: Z; Sinous menons en ce point la nor- Fic. Â6. 
male MG, elle aura (n° 270) pour équations 


(A) L'— x +p(* — 2) — 0, 
(B) S —T+ fé — 2 — 0. 


La normale menée en un point M’ infiniment voisin du pre- 
mier , s'obtiendra en changeant, dans les équations précé- 


dentes, x, ÿ, z en x+dr, y + dy, z + dz ; par consé- 
quent cette seconde normale aura des équations de la forme 


(A) + d(A) = 0, (B) + d(B) — 0; 


et s’il s’agit, comme ici, de trouver le point de rencontre de 
ces deux normales, il faudra prendre simultanément les 


quatre équations précédentes, dont l’ensemble se réduit évi- 
demment à 


C0 AMD) T0, MA AN. db — 


Développons donc les deux dernières, qui indiquent des dif- 
férentielles relatives aux seules coordonnées x, y, z de la 
surface, et nous aurons 


(C) dx + pdz = (7 — 2) dp, 
(D) dy + gdz = (x — z)dg; 


ainsi les coordonnées x’, y’, z°, du point commun aux deux 
normales, seront fournies par la combinaison des quatre 
équations (A), (B), (C), (D). Or, puisque le nombre de ces 
équations surpasse celui des inconnues 2’, y”, z', il faut en 
conclure que les deux normales ne se couperont pas, quel- 
que rapproché que soit le point M du point M, à moins 
que ce point M’ ne soit choisi de manière à vérifier Lébuatsoh 
de condition que fournira le système (A), (B), (C), (D), par 
l’élimination des inconnues x’, y’, z’. On obtient aisément 
cette condition, puisque (C) et (D) ne renferment que z'; et 
en éliminant entre elles le binome z°— 2, il viendra 


(E) (dx + pdz) dg = (dy + gdz) dp, 
19 
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qui, en y substituant Îes relations connues (n° 368) 


dz=pdx + qdy, dp = rdx +-sdy, dq = sdx + idy, 


pourra être ordonnée ainsi : 


dy? d 
Œ) SCA +) pi + El + dr +p)4 
— [QG + p)s—pqr] = 0. 


4of. Cette équation (E) ou (E) est dite l’équation différen- 
tielle des lignes de courbure ; parce que les quantités p, g, 


-r, $,t, étant des fonctions connues des coordonnées x, y, 


Fic. 22. 


z; du point donné M (fig. 46), elle établit une dépendance 
entre les accroissemens dx —PS, dy —P'S, qui servent à 
fixer le point M’; et puisqu'elle assigne, non la grandeur 
absolue de ces accroïissemens, mais la valeur du rapport 


a — tang PPS, 

on peut dire qu’elle fait connaître, en projection sur le plan 
des (x, y), suivant quelle direction PP’ il faut passer du 
point M de la surface à un point infiniment voisin M’, pour 
que les deux normales se rencontrent. D’ailleurs , cette équa- 
tion (E”) étant du second degré, il n’y a donc en général que 
deux directions MM” et MM”, pour lesquelles la rencontre 
des normales voisines ait lieu. 

Cela posé, en partant du point M’ (fg. 52) il y aura de 
même deux points voisins N’et G dont les normales rencon- 
treront celle de M’; si donc on conserve seulement celui 
des deux, N’, qui est dans le même sens que M et M’, et qu’en- 
suite on cherche encore dans le même sens, le point voisin 
dont la normale coupera celle de N°, on obtiendra en conti- 
nuant ainsi, une première ligne de courbure MM'N'D' de la 
surface. La seconde ligne de courbure relative au même point 
M, s’obtiendra d’une manière semblable, et sera MM'N’D’; 
puis, comme ces constructions peuvent se répéter pour cha- 
que point G, H,.... on formera ainsi deux séries de lignes 
de courbure qui partageront la surface en quadrilatères cur- 
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vilignes et infiniment petits, dont les côtés se couperont tou- 
jours à angles droits dans l’espace. 

405. Cette perpendicularité entre les lignes de courbure 
pourrait se démontrer en rendant, comme au n° 381, le 
plan des (x, y) parallèle au plan tangent de la surface pour 
le point M (fig. 46) : mais il vaut encore mieux observer que 
l’équation (E') est entièrement identique avec l’équation (23) 
qui détermine la direction des deux sections principales MA 
et MB; car il résulte de là, 1°. qu’en chaque point M d’une 
surface, les lignes de courbure MM'D’ et MM'D” sont tan- 
gentes aux sections principales MA et MB : 2°.que ces dernières 
ayant leurs tangentes ou leurs élémens MM” et MM” perpen- 
diculaires l’un sur l’autre (n° 381), il arrive aussi que Les 
lignes de courbure MD' et MD" se coupent à angles droits. 
Cependant, il ne faut pas croire que ces lignes coïncideront 
généralement, dans toute leur étendue, avec les courbes 
planes MA et MB ; parce qu’une fois arrivée au point M’ de la 
surface, M'A ne sera plus ordinairement une section princi- 
pale pour ce point; de sorte que les lignes de courbure MM’D” 
et MM"D" seront en général des courbes gauches. 

406. Avant d’aller plus loin, éclaircissons cette théorie par 
quelques exemples. Dans une surface de révolution , le méri- 
dien MA est évidemment une première ligne de courbure, 
puisque les normales MG, M'G,... de la surface en M, 
M',... sont toutes situées (n° 3o1) dans le plan de ce méri- 
dien, et par conséquent ne peuvent manquer de se rencon- 
trer. D'ailleurs cette courbe méridienne MM'D A est aussi 
une section principale de ja surface, puisque le plan d’une 
telle section doit, comme nous venons dele voir, passer par 
la tangente MM’ de la ligne de courbure et par la normale 
MG; donc ici la première ligne de courbure coïncide avec 
une section principale , et il en sera de mème toutes les fois 
qu'une ligne de courbure sera plane, et que son plan renfer- 
mera la normale de la surface. 

Quant à la seconde ligne de courbure , c'est évidemment Ze 
parallèle MM"D", car on sait que toutes les normales en M, 


10.. 


Frc. 46. 


Fire. 47. 


Fic. 46. 
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M",.... aboutissent au même point H de l’axe; mais cette 
ligne de courbure, quoique plane, ne coincide pas avec Za 
seconde section principale MM"B, puisque celle-ci doit être 
dans un plan mené suivant la normale MH, perpendiculaire- 
ment au méridien MA, qui est la première section principale : 
seulement, les lignes MM”B et MM'D” ont une tangente 
commune, 

4o7. Dans les cylindres à bases quelconques, la génératrice 
réctiligne et la section droite sont évidemment les deux lignes 
de courbure; et ce sont en même temps les deux sections 
principales, par la raison donnée ci-dessus pour le méridien. 
Dans d’autres surfaces, au contraire, chaque ligne de cour- 
bure est distincte des deux sections principales, comme dans 
l’ellipsoïde quelconque dont les lignes de courbure se prêtent 
à des constructions élégantes, que nous ferons connaître 
bientôt (n° 426). Pour les surfaces développables et les sur- 
faces gauches, on pourra consulter la Géométrie descriptive, 
n° 697. 

408. Caïlculons maintenant les portions MG et MH de la 
normale, comprises entre le point M et ceux où elle est cou- 
pée par les deux normales voisines qui la rencontrent. En 
appelant R une quelconque de ces deux distances, MG par 
exemple, on aura 


Ro (@ — 2) + (y — 9 + EG — 2); 


et les coordonnées x’, y’, z', du point de section G seront 
données par les quatre équations (A), (B), (C), (D), dont les 
deux dernières se réduisent à une seule, en vertu de la condi- 
tion (E) que nous supposons vérifiée par le point M’. Si donc 
d’abord on tire de (A) et (B) les valeurs de x°—x, y —#, 
il viendra 


R—(3—2)Vi+p+g; 
puis, on devrait substituer ici la valeur de {7° — z), déduite 


de (C) ou de (D); mais pour que cette valeur convienne à la 
fois aux deux lignes de courbure, et par conséquent aux deux 
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points G et H, il faut auparavant éliminer entre les équations 


ALES d e 9 À 
{C) et (D), la quantité = qui n'est pas la même pour ces 


deux lignes. Or, si l’on substitue les expressions déjà citées 
dz = pdx + gdy, dp=—rdx + sdy, dq— sdx + tdy, 


dans les équations (C) et (D), celles-ci pourront être ordon- 
nées de la manière suivante : 


CC) [r+pt—(r—2]dr=[(# —2:)s— pq] dy, 
D) r+g— (2 — 2) dy =[( —2)s — pq] dr; 


alors, pour éliminer dx et dy, il suffit de les multiplier 
membre à membre, et il vient 


Œ) Ga) Gris) — (x —2) [+9 r—2pgs+(+p°)] 
+0 +p+g1—=o. 


C’est donc de là qu’il faudrait tirer la valeur de z — z, pour 
la substituer dans l’expression de R; ou bien, si de cette 
dernière on déduit la valeur de z'—z, et qu’on la porte 
dans (F), on trouvera pour déterminer les deux valeurs de 
R, l’équation du second degré, 


(G)  R'(r—st)—R[(1+gt)r—2pgs+ (1 +pV 1+p +9 
+ Li +p°+gT—=o. 


4og. Les racines de cette équation, ou les portions MG et 
MH de la normale, sont ce que Monge a nommé les deux 
rayons de courbure de la surface au point M ; et nous expli- 
querons tout-à l’heure (n° 411) le motif de cette dénomina- 
tion. Mais auparavant, remarquons que léquation (G) est 
entièrement identique avec l’équation (21) trouvée au n° 379; 
d’où il résulte qu’en chaque point, les deux rayons de cour- 
bure de la surface coïncident, en grandeur et en position, 
avec les deux rayons de courbure des sections principales. 

410. Cette identité permet quelquefois de trouver graphi- 
quement, et sans aucun calcul, les rayons de courbure des 
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deux sections principales pour un point donné sur une sur- 
face. Par exemple, dans une surface de révolution, il suit de 
cé que nous avons vu au n° {06, que les rayons de courbure 

Fra. 47. des deux sections principales MA et MB, sont toujours, 1°.1le 
rayon de courbure MG du méridien ; 2°. la portion MH de la 
normale comprise entre le point donné M et l’axe de révolu- 
tion. Ces relations sont nécessaires à connaître dans certaines 
questions de Géométrie descriptive, qui exigent l’emploi 
d’une surface du second degré, osculatrice d’une surface de 
révolution. 

411. Revenons aux surfaces quelconques ; et, par les deux 

Fre. 46. normales consécutives MG, M'G, faisons passer un plan; 
il contiendra la section principale MA, puisque celle-ci doit 
toucher la ligne de courbure MM'D'; et comme les deux 
norimales en question sont sensiblement égales (n° 351), la 
sphère qui sera décrite avec MG pour rayon , touchera la sur- 
face proposée en deux points consécutifs M et M’ le long de 
MA. Il en sera de même de la sphère décrite avec MH = M'H 
pour rayon, laquelle touchera la surface aux deux points M 
et M” sur la section principale MB; tandis que si, avec le 
rayon de courbure MI = KI (fig. 41) d’une section normale 
quelconque MN, on décrivait une sphère, celle-ci n’aurait 
qu'un plan tangent de commun en M avec la surface. En 
effet, le second rayon KI, qui est bien une normale commune 
à cette section et à la sphère correspondante, ne saurait être 
normal à la surface. primitive, puisqu'il va couper la droite 
MG, et qu’une telle rencontre ne peut avoir lieu (n° 404) 
qu'aux seuls points Met M”, C’est pour cela que HMonge.a 
nommé les rayons principaux rayons de courbure de la sur- 
Jace, en les regardant comme les rayons des deux sphères, 
qui seules peuvent toucher la surface en deux points consé- 
culifs. 

Toutefois , il ne faut pas dire que les deux sphères décrites 
avec les rayons MG et MH, sont osculairices de la surface 
proposée; parce que le contact du second ordre que chacune 
d'elles présente avec cette surface, n’a lieu que suivant la 
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direction MM’ ou MM", et non pas tout autour du point M, 
comme l’exigerait la définition des surfaces osculatrices, don- 
née au n° 306. 

412. Il faut aussi se garder de croire que MG (fig. 46) soit 
le rayon de courbure de la ligne MD”, c’est-à-dire le rayon 
du cercle qui aurait avec cette ligne deux élémens communs. 
En effet, il est vrai que les deux droites MG et M'G, étant 
normales à la surface, sont aussi telles par rapport à la courbe 
MD’; mais pour que leur rencontre donnât le centre du cer- 
cle osculateur de MD’, il faudrait (n° 351) que ces normales 
fussent situées toutes deux dans le plan osculateur de cette 
courbe, ce qui n’arrivera que dans le cas particulier où MD’ 
coïncidera avec MA, ou du moins lorsque MD’ et MA auront 
un contact du second ordre. 

Par exemple, dans une surface de révolution (fig 47), la 
première ligne de courbure étant confondue avec le méridien 
MA, contiendra dans son plan les deux normales MG et MG 
qui fourniront bien , par leur rencontre, le centre de cour- 
bure G de cette ligne MD’. Tandis que la seconde ligne de 
courbure MD”, quoique plane, n’aura pas pour rayon de 


courbure la normale MH ; mais ce sera évidemment le rayon 


même de ce parallèle circulaire MD”. 

413. Si par tous les points de la ligne de courbure MM'N'D' 
on inène les diverses normales à la surface, ces droites, qui 
se rencontreront consécutivement.,, formeront une surface 
développable, dont l’arète de rebroussement sera la suite 
des centres de la première courbure, relatifs à la ligne MM'D”. 
En opérant ainsi pour chaque ligne M"GH..., N’KL... de 
la même courbure, on obtiendra une série de surfaces déve- 
loppables dont les arètes de rebroussement formeront, par 
leur ensemble, une surface, lieu de ious les centres de la 
première courbure, et à laquelle toutes les normales seront 
tangentes ; mais cette surface aura une seconde nappe, lieu 
des centres de la seconde courbure , qui résultera des arètes 
dé rebroussement produites par les normales menées le long 
des lignes de la seconde courbure MM°N"..., M'GK..., 


Fra. 92. 
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N'HL,,., et cette seconde nappe sera aussi touchée par les 
mêmes normales que la première. Pour obtenir l’équation de 
ces deux nappes, qui sont le lieu de tous les points de sec- 
tion dont les coordonnées ont été désignées par x’, 7°, z’, 
dans les équations (A), (B), (F), il suffira évidemment d’é- 
liminer x, y, z, entre ces trois équations et celle de la sur- 
face proposée. 

Les deux nappes des centres de courbure sont, par rapport 
à la surface proposée, ce que les développées des lignes 
courbes sont par rapport à celles-ci; et ces nappes offrent en- 
core diverses propriétés remarquables, sur lesquelles on 
pourra consulter le livre VIII de notre Traité de Géométrie 
descriptive. Nous ajouterons seulement ici que quand ces 
deux nappes se couperont, leur intersection sera évidemment 
le lieu des centres relatifs à la ligne des courbures sphériques, 
dont nous avons parlé au n° 4or. 

414. Lorsque le point M considéré sur une surface quel- 
conque, sera un ombilic (n° 397), l'équation (E') des lignes 
de courbure relatives à ce point, prendra la forme o — 0, 
comme il est déjà arrivé (n° 399) pour l'équation (23) 
avec laquelle (E”) coïncide toujours; ce qui annonce que 
d’un ombilic, il part une infinité de lignes de courbure, 
et la direction du premier élément de chacune d’elles, 
reste arbitraire. En effet, ces lignes doivent toujours (n° 405) 
être tangentes aux sections principales relatives au point 
considéré ; et dans un ombilic, toutes les sections normales 
sont principales (n° 399). 

415. Cependant les opinions des géomètres se sont trou- 
vées partagées sur cette matière. Monge y a laissé quelque 
obscurité, parce qu'il définit les ombilics, en plusieurs 
endroits, par des conditions diverses qui ne sont pas tou- 
jours une suite nécessaire les unes des autres; tantôt il les 
regarde comme des points où la courbure de la surface 
est égale dans toutes les directions, ce qui est le carac- 
tère véritable et général; tantôt comme des points où les 
deux lignes de courbure viennent à coïncider, circons- 
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tance qui arrive aux ombilics que nous rencontrerons sur 
l’ellipsoïide (n° 430), mais qui n’est plus vraie pour Îles 
points de la ligne des courbures sphériques (n° 4or), ni 
pour d’autres ombilics isolés, tels que les sommets d’une 
surface de révolution. 

M. Dupin (*), en partant de la première définition, est 
conduit à n’admettre qu’un nombre limité de lignes de 
courbure, pour chaque ombilic isolé ou faisant partie de 
la ligne des courbures sphériques. Néanmoins, dès que 
tous les rayons de courbure des sections normales sont 
égaux pour un même point d’une surface, celle-ci est 
osculée par une sphère qui a les mêmes normales que la 
surface primitive, tout autour de l’ombilic et à une 
distance infiniment petite; d’où il suit que dans toutes les: 
directions autour de l’ombilic, une normale infiniment 
voisine ira couper celle de ce point, au centre même de 
la sphère osculatrice; et par conséquent il existe ici une 
infinité de lignes de courbure, d’après la définition uni- 
versellement admise (n° 403). 

Pour concilier ces résultats, M. Poisson (**) regarde un 
ombilic comme admettant une infinité de lignes de cour- 
bure, parce que dans toutes les directions autour de ce point, 
une normale infiniment voisine va rencontrer la première, 
du moins tant qu’on ne tient compte que des différen— 
tielles du premier ordre ; mais si l’on pousse l’approximation 
plus loin, il y aura quelques-unes de ces directions pour 
lesquelles le rapprochement des normales sera plus intime 
que pour les autres, et ce sont ces directions particulières 
qui méritent alors plus spécialement le nom de lignes de cour- 
bure, et qui se trouvent en nombre fini. En nous rangeant 
à cette dernière opinion, nous allons chercher à l’appuyer 
par les calculs suivans. 

416. La normale de la surface au point M(x, y,z) a 


(*) Voyez les Développemens de Géométrie, 32 mémoire. 


(**) Voyez le Journal de l'École Polytechnique, 21° cahier. 
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des équations qui peuvent s’écrire 
(A) z—x + p(z—z) = 0, 
Bhureaenrt ig (rires 


celles de la normale au point projeté en x + dx, y + dr, 
seront de la forme 


A + dA + 1! dA — 0, 
À + dB + ! ŒB — 0, 


en tenant compte des infiniment petits du second ordre. 
Mais, pour le point commun à ces deux droites, le sys- 
tème de ces quatre équations revient à combiner (A) et (B) 
avec les suivantes 


(A) dx + pdz + Epd°z + dpdz +(z—2)(dp+:dp)=0, 
(B") dy +qgdz+ :qd'z + dqdz+(z—2)(dg +idg)= 0; 


et la condition pour que ces deux normales se rencon- 
trent, s’obtiendra (n° 403) en éliminant z’ entre (A”) et (B°), 
ce qui donne généralement 


(e) (dx + pdz + ? pds + dpdz) (dg + à dq) = 
(dy + gdz + à gd°z + dqdz) (dp + > d'p). 


Cela posé, si le point considéré M est quelconque, il faudra 
réduire l’équation (e) aux seuls termes de l’ordre le moins 
élevé, ce qui conduit à 


(ŒE) (dx + pdz)dq — (dy + gdz)dp, 


équation trouvée au n° {03 pour les lignes de courbure or- 
dinaires : mais si ce point M est un ombilic, on sait 
(n° 414 et 399) qu’alors l’équation (E) sera identiquement 
vérifite; de sorte que les infiniment petits du second or- 
dre disparaissant d’eux-mêmes dans l’équation générale (e), 
il faudra y garder tous les termes du troisième ordre, 
et négliger ceux du quatrième, ce qui donnera 
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(E”) (dx + pdz) qq + (pd’z + dpdz)dqg = 
(dr + gdz) d'p + (gd'z + dgdz) dp. 


C’est donc cette dernière équation qui, dans le cas d’un 
ombilic, déterminera la direction à suivre pour trouver 
une normale qui coupe celle du premier point; et comme 
en substituant ici les valeurs connues 


dz = pdrx + qdy, dp = rdx + sdy,.....,.. 
l'équation (E”) contiendra le rapport ee à la troisième 


puissance , il s'ensuit que, par un ombilic il passe ordi- 
nairement UNE ou TROIS lignes de courbure; ou plus géné- 
ralement, un nombre déterminé, parce que si l’équation (E”) 
se trouvait encore identique d’elle-même, il faudrait en 
remontant aux équations (A”) et (B"), tenir compte des 
différentielles troisièmes, ce qui conduirait à une équa- 
sà . dy su s 

tion de condition où JR, entrerait à la quatrième puissance ; 
ét ainsi de suite. Mais ces lignes de courbure en nombre 
fini, seront du genre de celles où le rapprochement des 
normales s’élève au-delà du premier ordre, puisque dans 
les équations (A”) et (B") nous avons tenu compte des dif- 
férentielles supérieures, et que sans cela, la rencontre des 
normales aurait eu lieu dans toutes les directions, attendu 
que l'équation (E) se trouvait vérifiée d’elle-mème, quelle 
que fût la valeur de ä. 

Ajoutons enfin que même les lignes de courbure de ce 
genre sont quelquefois encore en nombre infini, comme il 
arrive au sommet d’une surface de révolution; et nous 
verrons dans le numéro suivant la raison analytique de 
cette circonstance particulière. 

417. Il importe d'observer que l’équation (E”), où nous 
avons laissé à dessein le terme dpdgdz commun aux deux 
membres, est précisément la différentielle de l'équation (E), 
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prise en regardant comme seules constantes les accroisse- 
mens dx et dy des variables indépendantes. C’est pourquoi 
nous n'avons pas pris la peine de développer et d’ordon- 
ner l’équation (E”) par rapport à L attendu que, dans 
la pratique, et quand on trouvera que l’équation (E), ou 
plutôt l'équation (E”) du n° 403, devient identique pour 
un point particulier, il suffira de différentier cette der- 
nière équation par rapport à p, g, r, s, t, et l’on obtiendra 
l'équivalent de (E”). De même, si cette dernière devenait 
identique, il suflirait d’en prendre encore la différentielle, 
et ainsi de suite. Mais quand toutes ces différentielles se- 
ront constamment nulles pour le point que l’on considère, 
on tombera dans le dernier cas indiqué au numéro précé- 
dent (*). Nous éclaircirons ceci par l'exemple de l’ellip- 
soide, n° 430. 


Détermination des lignes de courbure sur une surface particulière. 


418. Pour obtenir, en quanittés finies, les équations des 
lignes de courbure sur une surface donnée F(x, y, z) = 0, 
on commence par déduire de cette équation les valeurs de 
Z,P; GTS, t, en fonction de x et de y; et, en les subs- 
tituant dans l’équation générale (E”) trouvée n° 403, or a 
l'équation différentielle de la projection des lignes de cour- 
bure sur le plan des (x, y). Ensuite, il reste à intégrer 
ce résultat, et à déterminer la constante arbitraire qu’a- 
mène l'intégration, de manière que la courbe passe par le 
point donné sur la surface : mais comme, d’après la forme 
de l’équation différentielle (E”), cette constante arbitraire 
entrera au second degré dans l’intégrale, elle admettra pour 
chaque point de la surface deux valeurs généralement dis- 


(*) M. Dupin était arrivé à établir ces règles, mais par des considérations 
qui me paraissent laisser quelque chose à désirer sous le rapport de la rigueur. 


Voyez page 164 des Développemens de Géométrie. 
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tinctes, qui correspondront aux deux lignes de courbure re- 
latives au point donné. 

419. Appliquons cette marche à lellipsoïide représenté 
par l’équation 
72 


(1) Li Pr Lt 


en la différentiant successivement par rapport à x et à y, 
et jusqu’au deuxième ordre, on trouvera 


CT (2 à 
P Sa ge: 2 y ? q es Le b? U 
az z 
2 2 4 2 
Ne CUS MAN or lue cfa 2) 
y a b°z É 7 db?zs ? TE a°b?z3 Ê 


valeurs qui substituées, ainsi que celle de z°, dans l’équa- 
tion (E”) du n° 403, la ramèneront à 


@—c)xy dy° De RUE GE (Eee COAST 
D(a— b°)° dx° (a —b)  b(a—b dx 
A (DE En —c)x ÉD ER cu 
ACT Cu 
et si pour abréger, on pose 
Pire a’ (a Se co pb b RER 
a? — c° b?— 


l’équation précédente deviendra 


ar, 2” GE -% —: LRO 
B dx’ B 


ou enfin 


(2) Axydy? + (Bx° — Ay° — AB) dxdy —- Brydx° = 0. 


Telle est l’équation différentielle des lignes de courbure de 
l’ellipsoïde, projetées sur le plan XY, qui représentera à 
volonté un quelconque des trois plans principaux de cette 
surface ; mais nous supposerons d’abord que c’est le plan 
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qui contient l'axe maximum et l'axe moyen, c'est-à-dire 
que nous admettrons les relations 


ai ND Sc: 
d’après lesquelles les constantes À et B seront essentielle 
ment positives. 

420. Pour intégrer l’équation (2) qui est du premier or- 
dre, mais où les différentielles sont élevées au second de- 
gré, nous commencerons par la différentier; car on sait 
que, par ce moyen, on réussit souvent à simplifier ces 
sortes d’équations. En l’appliquant donc ici, on trouve 


d’abord 
dy [24Axydy + (Bx°—A7* — AB) dx] 


+ Ady° (xdy + ydx) — 2Aydy°dx 0, 
+ 2Bxdydx®— Badx*(xdy + ydx) 
ou bien | ; 
3) Eu [2Axydy + (Br° — A7? — AB) dr] gi LS 
+ (Ady® +Bdx°) (xdy — dx) Fu 
mais si l’on observe que l’équation (2) donne 
(Br° — Ay° — AB) dr — CPR. 


l'équation (3) pourra se décomposer ainsi 
(Ady® + Bdx°) [xydy + (xdy —ydx)dy] = 


et comme le premier facteur ne saurait être nul, puisque A 
et B sont ici des quantités positives, il restera, en SUPPEURS 
ce facteur et en divisant par x’, 


D Car+e (TE 


Or, le premier membre de cette équation est évidemment 
la différentielle exacte d’un produit; et en l’intégrant, il 


vient 
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(2) dy = Cdxr, 


6 désignant ici la constante arbitraire où l’on a dû, pour 
conserver l’homogénéité, introduire la différentielle indé- 
pendante dx. De là on tire 


vdr=tordes 
et en intégrant de nouveau, 
(5) + Gr + y. 


421. Ce résultat montre que les projections des lignes 
de courbure seront des courbes du second degré; mais il 
entre ici une constante arbitraire de trop, puisque l’é- 
quation différentielle qu’il s’agissait d’intégrer n’était que 
du premier ordre. Cette circonstance vient de ce qu’en dif- 
férentiant l’équation (2) sans éliminer de constante, nous 
avons obtenu une équation (3) plus générale que la propo- 
sée ; il faut donc restreindre la signification de l’intégrale (5), 
en l’assujettissant à vérifier l’équation (2); or, si l’on subs-— 
titue dans cette dernière les valeurs que fournit (5) pour y 
et dy, on trouve la condition 


— ABC 


Y A Le 
(6) Ay + B5 + AB = o, ou VTT 


Telle est donc la dépendance qui doit exister entre les cons- 
tantes Cety, pour que l’équation (5) soit l'intégrale de (2); 
et par suite, une seule de ces constantes, 6 par exemple, 
demeure arbitraire, du moins tant qu’il ne s’agit que de 
satisfaire analytiquement à l’équation différentielle (2). 
422. Mais, pour compléter la solution du problème de 
Géométrie qui nous occupe, il faut assigner le point de 
la surface pour lequel on cherche les lignes de courbure, 
et par conséquent exprimer que l'équation (5) est satis- 
faite par les coordonnées x”, y’, de ce point. Or, il va 
résulter de là une équation propre à déterminer €, et qui 
fournira pour cette constante deux valeurs toujours de st- 


LA 
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gnes contraires : circonstance importante à vérifier, parce 
qu’elle annoncera que les deux lignes de courbure, rela- 
tives à un même point de l’ellipsoide, sont toujours pro- 
jetées suivant des courbes de) genres opposés, sur Île plan 
qui contient l’axe maximum et l’axe moyen. 

Substituons, en effet, dans l’équation (5) les coordon- 

? 
nées assignées x’, Y', fe que la valeur de y fournie par la 
relation (6), et il viendra 
ABS 

A6 + B° 

d’où, en résolvant cette équation du second degré, 


() A 2_Br'°LAB+V/(Ay2— Br° + AB} AB) +4ABr° 7" v'* 
2AÂx'? 


Or, puisque ici le terme 4ABx” y"? est essentiellement po- 
sitif, la partie irrationnelle surpassera en grandeur abso- 
lue la partie rationnelle, et les deux valeurs de 6 seront 
toujours de signes contraires. 

423. Quant à la constante y, elle sera constamment de 
signe opposé à 6. En effet, la valeur (6) montre d’abord 
que quand € est positif, y se trouve négatif; ensuite, la 
valeur négative de 6 fournie par (7) et substituée dans (6), 
rendra toujours le dénominateur AS + B >> o, car cette 
condition revient à celle-ci 


Ay® + Br" + AB > V(Ay*—Br°+AB) + 4ABx" y", 


ou bien 
Ay®+ Br + AB > ÿ/(Ay”° + Br + AB): — 4AB:x”, 


laquelle sera toujours satisfaite d’elle-même. Ainsi lorsque 6 
sera négatif, y se trouvera positif, et réciproquement. 

424. Nous conclurons de là que, pour chaque point M de 
l’ellipsoïde , les projections des lignes de courbure sont repré= 
sentées par deux équations de la forme 


DE LA EOURBURE DES SURFACES, 305 


#53 = — 6’x° + Ÿ'; 
Sy ê Si C'x? — Y' 


et qu'ainsi la première de ces lignes se projette suivant une Fic. 32. 
ellipse MM'D", la deuxième suivant une hyperbole MM’D”, 
qui sont concentriques avec l’ellipse principale AB, et dont 
les axes coïncident en direction avec ceux de cette courbe. 
On calculerait ces axes, pour chaque point de Pellipsoïde , 
par les formules (7) et (6); mais au lieu de nous arrêter à 
ces détails, étudions les rapports intéressans qui lient en 
tre elles les diverses lignes de courbure d’une même série. 

425. Puisque les constantes 6 et > sont toujours de signes 
opposés, et que la dernière, y, acquiert en chaque point de 
l'ellipsoïde une valeur positive pour la première série de 
lignes de courbure, et une valeur négative pour la deuxième 
série, nous pourrons donc, en introduisant deux nouvelles 
constantes plus commodes, poser 


(8) e= — m, y= En 


le signe supérieur ayant toujours lieu pour Les lignes de cour. 
bure elliptiques en projection ; puis, en substituant dans l’é- 
quation générale (5), les valeurs de 6 et de + en fonction de m 


et den, il viendra pour l’équation des deux séries de lignes 
de courbure, 


où l’on reconnaît que m et n sont les deux demi-axes de cha- 
que courbe. 

Mais si l’on substitue aussi les expressions de 6 et de y dans 
la condition (6), on obtiendra, entre m et n, la relation fort 
remarquable 

m° n° 


GORE 


+ 


où le signe supérieur se rapporte encore aux lignes de courbure 
20 


F1c. 22. 
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elliptiques ; ce qui prouve que les deux quantités rm et n, 
constantes pour une même ligne de courbure, dontelles sontles 
demi-axes, et variables d’une ligne à l’autre de la même série, 


ont toujours pour grandeurs simultanées, les deux coordon- 


nées d’un point pris arbitrairement sur une hyperbole ou sur 
une ellipse auxiliaires, dont les demi-axes communs et inva- 


riables sont W/A suivant OX ,et 4/B suivant OY : ce dernier 
est l’axe imaginaire de l’hyperbole. 


426. De là résulte la construction suivante. On portera sur 
les axes de l’ellipse principale ABA'B", deux distances Oz et O5 
déterminées par Les équations 


Un —= Jia 


A? —— c?? 


REX a 
VE 
Ces distances se construiront aisément au moyen des excen- 
tricités des trois ellipses principales, et la première Oz se 
trouvera toujours plus petite que a, puisqu'on a admis les 
relations a >> b > c. Ensuite, sur les deux droites O et O5, 
prises comme demi-axes, on construira, 1°. une hyperbole 
auxiliaire à«P Q' dont les sommets réels soient sur OX ; 2°. une 
ellipse auxiliaire aP"6. Cela posé, en abaissant d’un point 
quelconque P’ de cette hyperbole les coordonnées PE’ et P'D’, 
puis en construisant sur leurs égales OD et OE”, comme de- 
mi-axes, une ellipse E’MD”, ce sera la projection d’une des 
lignes de courbure de la première série ; les autres s’obtiendront 
semblablement par les deux coordonnées de chaque point de 
l’hyperbole auxiliaire. 

Quant aux lignes de courbure hyperboliques, on abaissera 
les coordonnées P'E" et P"D”" d’un point quelconque de l’el- 
lipse auxiliaire, et sur leurs égales OD” et OE”, comme demi- 
axes, on construira une hyperbole DM, dont les sommets 
réels soient sur OX ; cette hyperbole DM, et toutes celles 
qu’on obtiendra semblablement avec les deux coordonnées de 


Ï 
4 
cl 
Î 


O6 


[2 
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chaque point de l’ellipse auxiliaire , seront les projections des 
lignes de courbure de la seconde série. 

427. Examinons maïntenant les variations qu’éprouvent les 
lignes de courbure de la première série, lorsque le sommet E’ 
s’avance de O vers B. Quand il est en O, l’ordonnée de l’'hy- 
perbole auxiliaire #P'Q° est nulle : ainsi l’ellipse de courbure 
D'ME' a alors sonpetitaxe nul , et son demi-grand axe égal à Oz, 
c'est-à-dire que cette ellipse se réduit à la droite 4’Cz; et par 
‘conséquent la section principale de l’ellipsoïde, qui contient 
les axes a et c, est elle-même une ligne de courbure de la sur- 
face, ce qu’on pouvait prévoir, puisque les diverses normales 
de la surface, menées le long de cette section, sont évidem- 
ment toutes dans son plan. À mesure que le point E’ s’éloigne 
de O, les deux axes de l’ellipse de courbure augmentent, jus- 
qu’à ce qu’elle coïncide avec la section principale AB; car si 
dans l’équation (10) on pose m — 4, on trouvera nr = b. Il 
est donc inutile d'employer des points de l’hyperbole auxi- 
liaire situés au-delà de Q”, puisqu'ils fourniraient des ellipses 
qui embrasseraient totalement ABA”, et ne pourraient recevoir 
la projection d’aucun point réel de l’ellipsoïde : restriction 
qui s'explique en observant que l’équation (9) ou (5) ne dé- 
termine point par elle seule une ligne de courbure dans l’es- 
pace ; mais qu’il faut toujours la combiner avec l’équation de 
la surface, et n’admettre que les solutions qui leur sont com- 
munes. 

Quant aux lignes de courbure qui se projettent suivant des 
hyperboles, D'M, on voit que si le sommet D” vient en O, les 
deux coordonnées de l’ellipse auxiliaire 4P"6 sont x = 0, 
y = O6; de sorte que l’hyperbole qui reçoit alors la projec- 
tion de la ligne de courbure se réduit à la droite BOB’, et cette 
ligne de courbure dans l’espace coïncide avec la section prin- 
cipale de l’ellipsoïide qui contient les axes et c. Lorsque D" 
s’éloigne de O , l’axe imaginaire de l’hyperbole diminue, tan- 
dis que son axe réel augmente; et quand enfin le point D'ar- 
rive en æ, l’axe imaginaire devient nul, et l’hyperbole se 
réduitaux deux portions rectilignes & A , A’, qui complètent 


20... 


308 , CHAPITRE XVII. 
la ligne de courbure déjà fournie par la première série, et 
projetée sur la portion de droite 404". 

428. Si le sommet D” continuait à se mouvoir à droite on a, 
et venait en D”, Les lignes de courbure, qui jusque alors avaient 
été hyperboliques en projection, deviendraient elliptiques, 
puisque l’ordonnée élevée en D’ rencontrerait, non plus l’el- 
lipse #P"6, mais l’hyperbole auxiliaire æP"Q"; d’ailleurs, lorsque 
dans l'équation (10) on prend m plus srand que Os = Y'A, 


il faut bien nécessairement adopter le signe négatif pour le 
ki | 
terme —; ainsi c’est une hyperbole qui détermine alors la va- 


leur correspondante de n. On voit par là qu’il existe sur lel- 


lipsoïde quatre points projetés en # et #’, autour desquels les. 


lignes de courbure des deux séries sont pliées en sens con- 
traires, et où elles viennent se confondre, pour se succéder 
ensuite les unes aux autres. 

429. Ces quatre points sont des ombilics (n° 397), c’est-à- 
dire des points autour desquels toutes les sections normales 
ont la même courbure. En effet, puisque les conditions U— o 
et V—0o, qui caractérisent les ombilics, rendent toujours 
identique (n° 399) l’équation différentielle des lignes de cour- 
bure, nous trouverons immédiatement ces points singuliers, 
en égalant à zéro les trois coefficiens de l'équation (2) du n° 419, 
ce qui donne les conditions simultanées 


xy = 0 et Pr — A7 — AB — 


Or, l'hypothèse x — 0 ne conduisant ici qu’à des valeurs ima- 
ginaires pour y, il ne reste que les solutions 


j F=o et = + VA, 


lesquelles correspondent bien aux deux points # et # sur le 
plan des (x, y). 

430. Pour chacun de ces quatre ombilics , les deux lignes 
de courbure paraissent se réduire à une seule, qui est l’ellipse 
verticale projetée sur AA”, ainsi qu’il résulte de la discussion 
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graphique (n° 428); et l’analyse nous conduira au même ré- 
sultat. En effet, puisque + est un ombilic qui rend identique 
léquation générale. 


(2) ar (PV + Be Aÿ°—A)T — Bay = 0, 


il n’y a qu’à employer ici la méthode que nous avons pe 
: ! ! , ' dy 
au n° 417, et différentier l'équation (2) en laissant _. constant. 


On trouve ainsi, après avoir ordonné, 


se( ÉD) ar(H) + me() are 


équation qui, pour les ombilics où l'on a 
NE OMEELNITIES V’A, 


se décompose dans les deux suivantes 
dy 
dx “4 a(27 A] se 


or, la seconde n’admet que des Uk imaginaires, et la 
première à pour intégrale générale y=2à; mais en déterminant 
la constante ne A de sorte que our ligne passe par 
l’ombilic, il reste y — o qui représente hien l’ellipse verticale 
projetée sur AA”. 

431. Il n’est pas inutile d’observer que toutes les lignes de 
courbure de l’ellipsoide sont des courbes fermées, quoique 
quelques-unes soient projetées sur des portions d’hyperbole, 
telles que RDS ; c’est qu’alors la courbe s'étend au-dessous 
du plan XY, et passe par des points qui se confondent en pro- 
jection avec ceux de la partie supérieure. 

Des circonstances toutes semblables se reproduiraient si 
l’on avait projeté ces lignes de courbure sur le plan qui con- 
tient l'axe minimum et l'axe moyen de V’ellipsoïde; car il 
suffirait d'introduire dans l’équation (2) les relations 
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@ >.0 >'a, 


lesquelles laissent toujours positives les constantes À et B, et 
par suite , mèneront aux mêmes conséquences sur la forme el- 
liptique ct hyperbolique des projections des deux séries de 
lignes de courbure. | 

432. Voyons maintenant quelle forme prendront ces lignes, 
en se projetant sur le plan qui contient l’axe maximum et 
l'axe minimum de l’ellipsoide (fig. 53), Il suffit, pour ren- 
dre l’équation (2) applicable à ce cas, d’y introduire les rela- 
üuons 


a > c > b; 


et comme älors la constante B (n° 410) devient négative, nous. 
poserons 


ce qui conduira, comme au n° 420, à l'intégrale 


(1) y? — Gr° 7» 


avec la condition 


4 FRA OUR 
A ET resp 


mais ici la constante arbitraire 6 ne pourra recevoir que des 
valeurs négatives. En effet, l’équation (7) devient alors 


A y'a A BE (y Br —ABy-AA Br" 7 


2ÀA'x'? FA 


C— 


et puisque la partie rationnelle surpasse numériquement la 
grandeur absolue du radical, ces deux valeurs de 6 seront 
toujours à la fois de méme signe , pour un même point (x”, y’) 
de l’ellipsoïde. En outre, comme tous les points de cette sur- 


* Fic. 93. face seront nécessairement projetés en dedans de l’ellipse &’P'6”, 


qui serait construite sur les demi-axes 
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OC" = VB = b al 


puisque ces demi-axes sont évidemment plusgrands que OA=a 
et OC = 0, il en résulte que pour tous les points de l’ellip- 
soide, on aura constamment 


A!y® + B'x? — AB < 0: 


d’où je conclus que toutes les valeurs de 6 seront négatives ; 
et, d’après la relation (12), y n’aura au contraire que des 
valeurs positives ; de sorte que l'intégrale (11) représentera 
toujours des ellipses , sur lesquelles se projetteront ici 
toutes les lignes de courbure des deux séries. D'ailleurs, 
en posant 


9% 
y= +R, >= — mi, 


l'équation (11) commune aux deux séries de lignes de cour- 
bure deviendra 


PAU ES 
(13) RL Len EC 


et les demi-axes m,n, de chacune de ces lignes, seront liés 
par la relation (12), qui devient 


m° n° 


(14) pu Pé— I ; 


d’où l’on voit que ces demi-axes se trouveront ici les deux 
coordonnées d’un même point variable, toujours situé sur 
une ellipse auxiliaire # P'P'6, construite avec les demi-axes 
VA et VB. 

433. Lorsqu'on prendra sur cette ellipse auxiliaire un point 
P’ voisin du sommet z, les deux coordonnées P'E’ et P'D’ F1c,53, 
donneront'les axes d’une ellipse D'ME, projection d’une ligne 
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de courbure de la première série. Cette ellipse, d’abord très 
resserrée, s’ouvrira de plus en plus dans le sens du petit axe, 
tandis que son grand axe diminuera, et elle finira par coïn- 
cider avec l’ellipse principale AC quand le point P' sera venu 
en Q; car, si dans l’équation (14) on pose m = a, on trouve 
n= b : ainsi la portion #’Q de l’ellipse auxiliaire, aura donné 
toutes les lignes de courbure de la première série. Au-delà , un 
point tel que P” fournira , par ses coordonnées, les demi-axes 
d’une ellipse D'ME”, qui appartiendra à la seconde série des 
lignes de courbure, puisqu'elle coupera en M la ligne E’MD” 
de Îa première série ; et ces nouvelles ellipses se rétréciront de 
plus en plus dans le sens des x, pour se réduire enfin à la 
droite COC, projection d’une section principale , qui est elle- 
même une ligne de courbure de l’ellipsoïde. 

434. Dans l'intégration de l’équation (2), nous ayons né- 


gligé (n° 420) le facteur 
Ady® + Bdx? = 0, 


qui ne pouvait alors donner aucune solution réelle; mais, 
pour la projection actuelle où B——B" et A=Â", on 
| 
en ture 
B 
T = + +, 
dx A 
et si l’on substitue cette valeur dans l'équation proposée (2), 
il viendra 


Afy LIBRE 2x7 A'B — ABS 


équation finie, sans constante arbitraire, qui, comme on sait, 
est une solution singulière de la proposée, et doit représenter 
la ligne enveloppe de toutes les intégrales particulières. En 
effet, cette équation se décompose ainsi 


y AT EME VB = + V'AP'; 


et comme les doubles signes sont indépendans, cela fournit 
quatre droîtes, que lon reconnait aisément pour les cordes 


SA 
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supplémentaires qui passent par les sommets de l’ellipse auxi- 


liaire # PP’, dont les demi-axes sont Y/A7 et V/B’. Ces 
quatre cordes touchent donc toutes les eilipses suivant les- 
quelles se projettent les lignes de courbure ; et comme une de 
celles-ci est l’ellipse principale AC, cette courbe est aussi 
touchée par les quatre cordes, précisément aux ombilics », 


a", &", «”, où les lignes de courbure des deux séries viennent 


se confondre. 


Au surplus, on arriverait aussi à ces quatre droites, en 
cherchant d’après la méthode exposée (n° 340), la ligne en- 
veloppe, de toutes les ellipses représentées par l’équation 

2e A'y° 
+ SA = 0, 
B’ (A — m°) 


m° 


laquelle se déduit de (13) et (14), et où le paramètre arbi- 
traire est 7. ; 


435. Observons, en terminant cette théorie, que quand 
on a déjà construit (n° 426) les lignes de courbure d’un el- 
lipsoide donné, projetées sur le plan qui renferme l’axe 
maximum 2a et l’axe moyen 20, et que l’on veut ensuite 
construire, pour ce même ellipsoïide, la projection des lignes 
de courbure sur le plan qui contient le plus grand et le plus 
petit axe, il serait peu commode de changer la dénomination 
de l’axe moyen, comme nous l’avons fait (n° 432). Il vaudra 
mieux alors conserver toujours les relations 


ADO NC 


mais dans les valeurs de A’ et de B”, changer bencetc en b; 
de sorte que dans la figure 53, l’ellipse principale aura pour 
demi-axes 


OMEFar, 0070 


et les grandeurs des demi-axes de l’ellipse auxiliaire 4'P'6", 
seront 
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a? = Ce 
a Was Fa? 
OA LE VE 
(4 VB c EST RER 


par là ces valeurs pourront exister simultanément avec celles. 
de A et de B (n° 426), qui se rapportent au plan de l’axe 
maximum et de l’axe moyen. 

436. Remarquons enfin que pour trouver les deux lignes 
de courbure relatives à un point assigné M de l’ellipsoïde 
(fig. 52), il faudrait substituer les coordonnées x', y' de ce 
point dans l’équation (9), laquelle jointe alors avec l’équa- 
tion (10), suflirait pour calculer les axes de l’ellipse MD" et 
de l’hyperbole MD”. Mais si, comme dans le tracé d’une 
voûte en eilipsoïde, le point assigné était en S sur l’ellipse 
de la naissance AB'A', on pourrait employer une solution 
graphique fort simple, pour laquelle nous renverrons à la 
Géométrie descriptive, n° 728. 


Ox' — y/À 


Des courbes de niveau et des lignes de’plus grande pente. 


437. Ce sont des lignes remarquables qui servent, dans le 
tracé des cartes topographiques, à représenter la forme du 
terrain. Les courbes de niveau ne sont autre chose que les 
sections faites dans la surface qui recouvre le sol, par divers 
plans horizontaux ; et si l’on a soin de mener ces plans à des 
intervalles égaux mesurés sur la verticale, il est évident que 
là où les projections horizontales des courbes de niveau seront 
plus rapprochées, elles indiqueront que la pente du terrain 
est plus rapide, et en même temps, les diverses sinuosités de 
ces courbes figureront les mouvemens du sol, quelque va- 
rés que soient ceux-ci. 

Pour obtenir l’équation finie des courbes de niveau, il 
suffit de joindre à léquation de la surface proposée, celle 
d’un plan horizontal quelconque, c’est-à-dire de prendre le 
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système 
E(x, 12) hlo,, 2 = y; 


et en éliminant z, il vient pour la projection des lignes de 
niveau, l’équation F(x, y, y) —0, où y est une constante 
arbitraire. Mais si l’on veut avoir l’équation différentielle 
commune à toutes ces courbes, on différentiera le système 
précédent, ce qui donnera 


dz = pdx + qgdy et 3 = 0; 


et par suite, l’équation différentielle qui caractérise les cour- 
bes de niveau, sera 


(1) pdx + qgdy = 0; * 


seulement, si p ou g renferme z (ce qui arrivera ordinaire- 
ment lorsque l’équation F—=0o aura été différentiée avant 
d’être résolue par rapport à z), il restera à éliminer cette 
variable au moyen de l’équation de la surface, pour que 
l’équation (1) représente la projection horizontale des courbes. 


de niveau. 
438. Soit, par exemple, 
z = @(x + ÿ'), 
qui représeute (n° 296) toutes les surfaces de révolution au- 
tour de l’axe des z; on a ici p—2x.p", g—=27.@"; donc 
léquation (1) devient 
zdx + ydy —= 0; 
d’où, en intégrant, 
x? + ÿ° = y. 
Ainsi les courbes de niveau sont Zes parallèles de la surface, 
comme on devait s’y attendre. 
439. La ligne de plus grande pente, à partir d’un point 


donné sur une surface, est celle qui jouit de la propriété que 
chacune de ses tangentes fait avec l'horizon un angle plus. 
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grand que celui de toute autre tangente à la surface, menée 
par le même point de la courbe. Or, comme toutes les tan- 
gentes menées par ce point quelconque, sont dans le plan 
tangent de la surface, celle de ces droites qui sera perpendi- 
culaire à la trace horizontale de ce plan, formera évidem- 
ment le plus grand angle possible avec l’horizon; d’où il 
résulte que la ligne de plus grande pente doit avoir, en cha- 
que point, sa tangente perpendiculaire à la trace horizontale 
du plan tangent; et, par une conséquence nécessaire, la 
projection de cette tangente sur le plan XY, devra aussi for- 
mer un angle droit avec la trace du plan tangent. 

44o. Cela posé, en appelant x, y, les coordonnées d’un 
point quelconque de la projection de la ligne de plus grande 
pente , sa tangente et la trace du plan tangent seront repré- 
sentées sur le plan des (x, y) par 


à k d Ê 
J—r= SZ —a), 
—2=p(x"—x)+q( — Fr); 


et puisque ces deux droites doivent être perpendiculaires, on 
aura la condition 


(2) =? ou pdy — qdx = 0. 

Cette relation (2), qui caractérise la courbe de plus grande 
pente, suffit pour la déterminer, en y joignant du moins 
l'équation F(x, y, z) —o de la surface sur laquelle doit 
être située cette courbe; et lorsqu’au moyen de F=— 0 on 
aura éliminé z de l’équation (2), si cette variable y entre, 
on aura l’équation différentielle de la projection de la ligne. 
de plus grande pente, et il restera à l’intégrer. 

On aurait pu aussi parvenir à l’équation (2), en exprimant 
-que la ligne de plus grande pente était perpendiculaire à la 
courbe de niveau représentée par l’équation (x). 

44x. Si nous prenons encore lexemple des surfaces de ré 
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volution 
=) QE); 
l’équation (2) deviendra 
zdy — ydr = 0; 
d’où, en intégrant et désignant la constante arbitraire par +, 
A LE 


Cette équation représentant un plan passant par l’axe OZ, 
“il s’ensuit qu'ici les courbes de plus grande pente sont toutes 
des méridiens de la surface. La constante arbitraire y se dé- 
terminera en assujettissant la courbe à passer par un premier 


f 


. . : . . % 
point (x’, y") assigné par la question, ce qui donnera y Le 
x 


49 


Cette valeur resterait indéterminée , si le point donné était 
sur l’axe de révolution ; mais c’est qu’alors tous les méridiens 
partant de ce point sont indifféremment des lignes de plus 
grande pente. 

442. Dans un conoïde droit représenté (n° 307) par 


0 


dé NE M = .® ; de sorte que l’équation (2) 


= : 
devient ici 


On à p — 


Jdy +xdx=0o, d'où y°+zx —7: 


ainsi les lignes de plus grande pente sont toujours projetées 
horizontalement sur des cercles concentriques avec l’axe du 
conoïide, On peut confirmer par la Géométrie ce résultat re- 
marquable , en observant que les lignes de niveau sont ici les 
génératrices rectilignes de la surface, lesquelles se projettent 
suivant les rayons vecteurs menés de l’origine O des coordon- 
nées ; et, comme la ligne de plus grande pente doit avoir 
(n° 439) toutes ses tangentes perpendiculaires à ces rayons 
vecteurs , elle ne peut être qu’un cercle en projection. 
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443. Considérons encore les surfaces du second degré; re= 
présentées par 
55 SARA ES 
— — pe DA de 
A B C 
l'équation (2) se réduira ici à 


Fa 7 
10 TT RAT d'où y NE 


| par conséquent, les lignes de plus grande pente seront à 
double courbure, et se trouveront projetées horizontalement 
sur des courbes paraboliques, si À et B sont de même signe. 
Cependant, ces lignes deviendront planes si le point de départ 
qui sert à déterminer la constante, est dans un des plans 
principaux ZX ou ZY ; car alors l'équation précédente devra 
être satisfaite par y —0 et x — x", ce qui donney —o, et 

‘ réduit l’équation de la ligne de plus grande pente à y —0, 
qui représente la section principale située dans le plan XZ. 
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CHAPITRE XVIIT. 


TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE (*. 


S I. Notions préliminaires. 


444. On sait qu’un triangle sphérique est la portion de 
surface comprise, sur la sphère, entre trois arcs de grands 
cercles qui se coupent deux à deux , et l’on entend par grand 
cercle celui dont le plan passe par le centre de la sphère ; de 
sorte que deux points donnés sur cette surface suffisent tou- 
jours pour déterminer un grand cercle. Dans le triangle ABC, Fre. 4e 
les côtés sont les arcs BC, CA, AB, que nous désignerons 
respectivement par &, 6, 7; et les angles sont, comme pour 
des courbes quelconques, les angles formés par les tangentes 
à ces arcs de cercle : ainsi l’angle sphérique À égale TAS. 
Mais comme ici les tangentes AT et AS sont perpendiculaires 
au rayon AO, intersection des plans des deux grands cercles 
auxquels appartiennent les arcs AB et AC, on voit que l’angle 
ut Lace EN 0 à Share me ARC dits 


(*) La Trigonométrie sphérique étant aüssi une application de l'Analyse à 
la Géométrie des trois dimensions , laquelle offre des secours nécessaires à 
la Mécanique et à la Géodésie, j'ai pensé qu’il serait utile de placer ici 
les principales formules et leur application à la résolution des triangles. 
Pour obtenir ces formules, j'ai employé la marche analytique suivie par 
Lagrange dans un Mémoire inséré au sixième cahier du Journal de 
l’École Polytechnique. J'ai conservé la division sexagésimale du cercle, 
attendu que beaucoup de résultats numériques , exprimés de cette manière 
et employés souvent dans l’Astronomie, sont consacrés par un trop long 
usage pour qu’il convienne de les changer. 
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sphérique À n'est autre chose que l'angle dièdre formé par 
les deux plans BAO et CAO. D'ailleurs, si l’on mène le grand 
cercle DEF perpendiculaire au rayon AO, l’angle dièdre en 
question sera aussi mesuré par DOE ou par Parc DE; donc 
on peut dire encore qu’un angle sphérique BAC a pour me- 
sure l'arc de grand cercle DE compris entre ses côtés, quand 
ils ont été prolongés jusqu'à devenir égaux à un quadrans; car 
on a évidemment AD — 90° et AE 90°. 

445. Si l’on admettait des côtés plus grands que 180°, les 
trois sommets À, B, C pourraient appartenir à plusieurs 
triangles ; car ils conviendraient aussi au triangle formé par 
les arcs CA, CB et AFHDB. Mais on exclut ces sortes de fi- 
gures, parce qu’elles offriraient des angles dièdres qui, comme 
G dans cet exemple, surpasseraient deux angles droits; et que 
d’ailleurs la construction de tels triangles se ramènera tou- 
jours à celle de triangles soumis à la restriction que chacun 
de leurs côtés soit moindre qu’une demi-circonférence. C’est 
pourquoi nous ne nous occuperons que de ces derniers. 

A46. En joignant les sommets À, B, C avec le centre de 
la sphère, on forme une pyramide triangulaire OABC, dont 
la base est le triangle sphérique donné, et dans laquelle les 
faces ou angles plans BOC, COA , AOB ont pour mesure les 
côtés æ, 6,7 du triangle; tandis que les angles dièdres com- 
pris entre les faces sont les angles sphériques de ce triangle. 
Ainsi, d’après les théorèmes de Géométrie relatifs aux angles 
trièdres ou polyèdres, on a droit de conclure que, dans tout 
triangle sphérique, 1°. un côté est toujours plus petit que la 
somme des deux autres ; 2°. la somme des trois côtés est tou- 
jours moindre que 360° ou qu’une circonférence de grand 
cercle. | 

447. D'ailleurs, on a vu dans la Géométrie descriptive 
n°55, que si par le point O on menait trois plans respective- 
ment perpendiculaires aux arètes OA, OB, OC, on formerait 
une nouvelle pyramide, dite supplémentaire de OABC, à 
cause des relations qui existent entre leurs angles plans et 
leurs angles dièdres. Or, comme cette nouvelle pyramide 


y ill 
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coupera la surface de la sphère suivant un triangle, dont nous 
désignerons les angles par A’, B', C', et les côtés par «, €’, y, 
il s'ensuit que l’on aura les relations 

À" + & — 180°, æ + À — 180, 

B +6 180°, C + B 

C +7 180°, y + C 


Ï 
] 


180°, 


180° ; 


Ï 
] 


c'est-à-dire que pour tout triangie sphérique ABC il existe 
un triangle supplémentaire A'B'C', dont les angles sont les 
supplémens des côtés du premier, et dont les côtés sont pa- 
reillement les supplémens des angles du triangle primitif. 

Le triangle A'B'C se nomme aussi le triangle polaire 
de ABC, parce que chacun de ses sominets se trouve, comme 
on le démontre en Géométrie, à 90° de tous les points du 
côté opposé dans le triangle ABC. 

448. T1 résulte de là que la somme des angles d’un trian- 
gle sphérique n’a point, comme cela arrive dans les triangles 
rectilignes, une valeur constante; car il faudrait que les cô- 
tés du triangle supplémentaire fissent toujours la même 
somme, ce qui est faux évidemment : mais du moins on peut 
assigner deux limites, entre lesquelles est toujours comprise 
la somme des angles de tout triangle sphérique. En effet, 
d’après les formules du numéro précédent, on a 


A+HB+HC +(x +6 +7) —=6 X go°; 
et comme on sait (n° 446) que 
# ++ y < 4 X go, 
on en conclut 
A+B<+C> 2 X go°. 


D'ailleurs, chaque angle du triangle sphérique étant toujours 


moindre que deux droits, d’après la restriction admise n° 445, 
il s'ensuit que 


A + B + C << 6 X go. 


21 


/ 
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Ainsi, dans tout triangle sphérique , la somme des angles se 
trouve toujours plus grande que DEUx angles droits, et moin- 
dre que six. 

449. Un triangle sphérique peut donc avoir deux de ses 
angles qui soient obtus, ou bien droits, tel est ADE; il peut 
même être trirectangle, puisqu'il suffirait de faire tourner le 
côté AE jusqu'à ce que l'arc DE füt égal à 00°, et il est 
évident qu’un triangle trirectangle renferme Za huitième 
partie de la surface totale de la sphère. 

45o. Comme nous aurons b:soin, pour un des cas de la 
résolution des triangles sphériques, d'employer l’expression 
de la surface d’un tel triangle, nous allons la rappeler, afin 
de bien fixer le sens dans lequel on doit entendre cette me- 
sure. 

Le triangle ABC fait évidemment partie de trois fuseaux 
que lon obtient en prolongeant les côtés AB, AC, BC, jus- 
qu’à ce qu’ils se coupent deux à deux une seconde fois, ce 
qui arrivera quand ils seront devenus égaux chacun à une 
demi-circonférence. Cr, comme l’aire d’un fuseau est mani- 
festement une fraction de la surface sphérique, exprimée par 
le rapport de l'angle dièdre du fuseau avec quatre angles 
droits, nous aurons, en désignant par S l’aire de la sphère 
totale, et par D un angle droit , les expressions suivantes pour 
les aires des trois fuseaux en question : Er 


Lure ABHCA 20 ABC IOH EnS " 
11 
surf. BAGCB = ABC + ACG —=S. 70” 
C 
7D 


surf. CALBC — ABC + ABL —S.-— 


Ajoutons maintenant ces équations membre à membre, ei 
observons que le triangie ABL, situé dans l’hémisphère op- 
posé, peut être remplacé par le triangle CGH, qui lui est sy- 
métrique et égal en aire, puisque l’un et l’autre servent de 
bases à deux angles solides trièdres opposés par le sommet ; 
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puis, faisons attention que, parmi les six triangles que don- 
nent les trois fuseaux, il y en à quatre qui composent la 
demi-sphère, et nous obtiendrons la nouvelle équation 


TS PS / CUITE TN 
2ABC = = =S$S "OS ÆDAS «7? 


d’où l’on déduit aisément 


ABC SD ee le 
8D 

Ce résultat montre que l’aire du triangle ABC est une frac- 
tion de la surface S de la sphère, exprimée par le quotient 
qu’on obtient en divisant l’excès des trois angles du triangle 
sur deux droits, par huit angles droits. On sait que cet excès 
est toujours positif (n° 448), et qu’il ne peutatteindre quatre 
angles droits; par conséquent, la valeur ci-dessus sera, 
comme on devait le prévoir, toujours moindre que la moitié 
de la surface de la sphère. 

451. Pour simplifier la formule précédente, on convient 
ordinairement d’estimer les angles À , B, C, non pas en de- 
grés, mais en fonction de l’angle droit, pris comme unité des 
angles ; alors on a Dr, et A, B, C deviennent des nombres 
abstraits compris entre o et 2. Si, de plus, on adopte aussi 

I 
8 
gle trirectangle (n° 449), il restera pour l’expression de l'aire 
du triangle proposé 


pour unité de surface la quantité &S, qui représente le trian- 


ABC —A+LBLC— 2 =. 


C’est cette quantité : que l’on nomme l'excès sphérique, et 
qui devient, par les hypothèses admises , la mesure même de 
la surface du triangle ; mais il faudra se souvenir que sne sera 
qu'un nombre abstrait qui indiquera combien de triangles 
trirectangles , ou de fractions de ces triangles, sont contenus 
dans le triangle ABC. 

Par exemple, si les angles A, B, C, mesurés en degrés, se 

21 
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trouvent de 65°, 125°, 140°, alors on devra, pour les esti- 
mer en fonction de l’angle droit, poser 


ge 08 pneus. ee 


UP to!t EVA go € 2 00 
et l'excès sphérique deviendra 
__,830 ef 
mea O0 NUE Bi 


ce qui voudra dire que la surface du triangle proposé est les 


eV 
; d’un rirectangle : puis, si l’on veut le comparer 
d’un triangle trirectangle : puis, si 1 eut le com 


3 
avec la sphère, le même triangle sera les 2 de la surface 
2. : 


totale de ce corps. 


$ IL Formules générales. 


452. Soit ABC un triangle sphérique tracé sur une sphère 
dont le rayon OA = r, et qui a pour côtés les arcs 


BU" 2), DOME PAD 4. 


menons aux deux côtés qui forment un de ses angles, À par 
exemple , les tangentes AT, AS, que nous terminerons par les 
rayons OB, OC prolongés, puis joignons les points T et S: 
nous obtiendrons ainsi deux triangles rectilignes TOS, TAS, 
dans lesquels les angles opposés au côté commun TS sont 
équivalens (n° 444) au côté « et à l’angle_A du triangle sphé- 
rique. Donc, par un théorème connu de Trigonométrie rec 
tiligne, nous aurons 


TS — OT L OS — 2.07. 080 cos «, 
TS'Æ AT UUAS : VS AT AS os de 


et ici les cosinus devront toujours être mesurés, non dans la 


L 
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sphère OA, mais bien dans le cercle dont le rayon égale l’u- 
nité, puisque autrement ces équations ne seraient pas homo- 
gènes. Alors, si l’on retranche ces équations membre à mem- 
bre, et que l’on ait égard aux triangles rectangles OAT, OAS, 
qui donnent évidemment les relations suivantes, 


OBS NAT OS ES Re 


r r 
OT — AT = rtang y, OS———, AS — rtans 6 
cos y? ü Y? cos C? An: 
il viendra 
27° COS æ& 
0 AN en es or° tang 6 tang y cos A : 
cos 6 cos y qu ë 87 $ 


puis , si l’on supprime le facteur commun 2r°, et qu’on ré- 
solve par rapport à cosz, on obtiendra | 


(1) cosæ = cosé cosy + siné sinycos À, 


formule où le rayon r de la sphère en question est disparu, 
et qui ne renferme que des lignes trigonométriques comptées 
toutes dans le cercle qui a pour rayon l’unité. Mais cette for- 
mule repose sur une construction qui semble exiger que les 
deux côtés 6 et y soient moindres que 90° ; c’est pourquoi il 
importe de montrer qu’elle est vraie dans tous les cas. 

453. D'abord, si le côté y est seul plus grand qu’un qua- 
drans, comme dans le triangle ACB", le rayon OB” rencon- 
trera, non plus la tangente AT , mais son prolongement AT", 
et donnera lieu à un triangle ACB’, pour lequel la construc- 
tion primitive sera possible. On aura donc dans ce dernier 
triangle, ui 


1 
cos æ — cos 6 cosy” + sin6sin- cos À’ : 
mais il existe évidemment entre les triangles ACB” et ACB” les 
relations 


LU 


#" == 1809 — x, y — 180° — y, À = 180° — A: 
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et en substituant dans l’équation précédente, on retrouve la 
formule (1), qui demeure ainsi vraie pour le triangle ACB". 
Si les deux côtés 6 et y se fussent trouvés ensemble plus 
grands que 90°, on aurait de même prolongé les deux rayons 
OB, OC, en sens contraires , ainsi que les deux arcs AB, AC, 
et l’on aurait obtenu un triangle dans lequel on aurait eu 


AM at a, Ge 100 —" 0, y =Nrbo°, — y, 


ce qui ramènerait encore à la formule (x). 


454. Soïent maintenant 6 = 90° et y — 90°, comme dans 
le triangle ADB”. Ici la formule (1) se réduirait à 


COS æ —= cos À, 


résultat évident, puisque l’arc #3 — DB" est bien (n° 444) a 
mesure de l’angle A. 

455. Enfin, supposons, comme dans le triangle ACB”, 
qu’un seul côté soit de 90°. Le théorème en question sera 
démontré, d’après le numéro précédent, pour l’angle droit 
D du triangle CDB” (à moins que l’on n’ait DB” — 90°), et 
l’équation (1) appliquée à ce triangle, donnera 


cos CB” — cos CD . cos DB”, 
ou bien 
COS æ —— sin 6 cos À. 


Or, c’est bien là ce à quoi se réduirait la formule (1), en y 
introduisant l’hypothèse y — 90° ; donc cette formule est en- 
core vraie pour le triangle ACB”. 

Quant au cas tout particulier où l’on aurait à la fois y—90° 
et DB”= 90°, la construction générale que nous appliquions 
ci-dessus au triangle CDB”, ne pourrait plus s’effectuer ; mais 
on voit immédiatement qu’alors le point B” se trouverait Île 
pôle de l’arc ACD, et par conséquent B"G=— « serait de 90°, 
aussi bien que l’angle À qui a pour mesure DB”; de sorte que 
l'équation (1) serait encore vraie pour un tel triangle ACB”, 
puisqu'elle deviendrait o— 0, d’après les hypothèses ad- 
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inises 
æ == 00°, y == 90°, À — 90°. 

456. Nous conclurons de là que le théorème exprimé par 
l'équation (1), est vrai dans tous les triangles sphériques, 
quels qu’ils soient, et en l’appliquant tour à tour aux trois 
côtés #, 6, y du triangle ABC, nous aurons 


cos æ — cosGcosy + sinbsinycosA, 
(1) 4% cos 6 — cosacos y + sinxsinycosB, 


cos y cosæcos6 + sin # sin 6 cos C, 


formules dont chacune exprime une relation entre trois côtés 
et un angle, et qui, par leur ensemble, doivent comprendre 
implicitement toute la Trigonométrie sphérique, puisqu’elles 
suffiront toujours pour calculer trois des six quantités A, B, 
C, æ, 6, y, quand les trois autres seront connues. Mais 
comme ilest utile d’avoir, pour chaque cas, des formules dont 
chacune ne renferme qu’une inconnue, nous allons les dé- 
duire des équations précédentes par diverses combinaisons. 

457. Cherchons une relation entre deux côtés et les deux 
angles opposés, par exemple, entre«, 6, À et B. La marche 
directe serait d'éliminer cosy et sin y entre les deux premières 
équations du groupe (1), au moyen de la relation...... 
Sin?y + cosy = 1; mais comme les calculs seraient fort 
longs, nous emploierons le moyen suivant. De la première 
des équations (1) tirons la valeur de cos A, pour la substituer 
dans la relation 


sinÀA — ÿV/1 — cos’A; 
il viendra , en réduisant au même dénominateur, 


ÿ/sin’ € sin?y — (cos a — cos 6 cos y): 


sin Â == 3 


siné siny 


mais en substituant sous le radical les expressions des sinus 
en cosinus, on trouve 


V'1 — cos — cos 6 — cosy + 20082 cosC cosy 


sin À = pti 
siné sin 


\ 
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Or, le second membre de cette dernière équation , après avoir 
été divisé par sinæ, deviendra évidemment une fonction 
symétrique de æ, 6, y, c’est-à-dire une fonction qui reste la 
même quand on permute ces lettres entre elles; d’où l’on 


sin À : 
conclut que le rapport = a une valeur constante et inva- 


riable pour chacun des Ne du triangle ABC , comparé avec 
le côté opposé; et qu’ainsi on a les trois équations 
sinA sinB sinC 


(2) — = 


sin # siné siny”’ 


ce qui signifie que dans un triangle sphérique, les sinus des 
angles sont proportionnels aux sinus des côtés opposés. 

458. Cherchons maïntenant une relation entre deux côtés et 
deux angles dont un soit compris entre les côtés donnés, par 
exemple, entre «,6, À et C. Substituons dans la première des 
équations (1), la valeur de cosy fournie par la troisième, et 
la valeur 

ho à AN LR 
siny = Sine 
que donne une des formules (2) : il viendra 


Fe 2 RS TN SION 
COS — cos’ 6 cos æ +- sin & sin6 cos6 cosC + sin sin & — A 
sin 


cos À ; 


ou bien, en transposant le premier terme du second membre 
dans le premier, 


cosæ sin°6 — sine sin6 cosé cosC + sin sin 6 cot À sinC. 


Maintenant, si l’on divise tous les termes par sina sin6, on 
obtiendra la première des formules suivantes, et les autres 
s’en déduiront par de simples permutations de lettres (*). 


(9) Les formules (3), que l’on écrit de plusieurs manières , ordinairement 
fort incommoces à retenir, se retrouveront aisément si on les dispose comme 
ici, et qu’on observe, 1°, que chaque membre commence par une cotan- 
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cote sin6 — cotA sinC + cos6 cosC, 

cotæ siny — cotA sinB <+ cosy cosB: 

2 coté sins — cotB sinC + cosæ cosC, 
at, coté siny — cotB sinA + cosy cosA ; 
coty sine = cotC sinB + cosa cosB, 

coty siné — cotC sin A + cos6 cos A. 


459. Pour obtenir une relation entre trois angles'et un côté, 
le moyen le plus simple est d'appliquer au triangle supplé- 
mentaire le théorème fondamental exprimé par l’équation (1), 
ce qui donne 


cosæ” —= cos6’cosy + sinC’siny cos À’, 
puis de substituer ici les relations connues 
d'—=180—A, C—180—B; »—180—C, A'— 180—%; 


alors on obtient pour le côté, et semblablement pour cha- 
cun des autres, les formules 


j cos À = — cos B cosC + sinB sinC cosa, 
cosB — — cos A cosC + sin A sinC cos6, 
À cosC — — cos A cosB + sinA sinB cosy. 


(4) 


460. Les quatre groupes de formules obtenues jusqu'ici of- 
frent évidemment toutes les combinaisons que l’on peut faire 
de trois données avec une seule inconnue, parmi les six quan- 
ütés A, B, CG, «, 6, y; de sorte qu’il suflira de choisir parmi 
ces quinze équations, celle qui conviendra au cas proposé, et 
de la rendre ensuite propreau calcul logarithmique , ainsi que 


gente multipliée par un sinus; 2°. que dans le premier membre ces lignes 
portent sur deux côtés choisis à volonté, et dans le second membre sur deux 
angles, dont le premier seul est opposé au premier côté déjà employé; 3°. que 
le dernier terme est formé par les deux cosinus des mêmes arcs, dont les 
sinus entrent déjà dans l’équation. 
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nous le montrerons en détail dans le paragraphe IV. Ici nous 
nous bornerons à remarquer qu’on doit comprendre dans la 
résolution des triangles sphériques, obliquangles ou rectangles, 
le cas où l’on donne les trois angles À , B, C; car ces données 
déterminent les côtés ”, €’, y’, du triangle supplémentaire : 
elles permettent donc de calculer les angles A”, B’, C’, et par 
suite leurs supplémens , qui sont les côtés , 6, y du triangle 
primitif, lequel se trouve ainsi complètement déterminé par 
la connaissance de ses trois angles. C’est d’ailleurs ce que 
prouvent directement les formules (4). 


6 LT. Résolution des triangles rectangles. 


461. Lorsque dans le triangle ABC l’angle A est droit, c’est- 
à-dire que le plan du grand cercle CA est perpendiculaire au 
plan du côté BA , le triangle est dit rectangle, et le côté CB=« 
s'appelle toujours l’hypoténuse. On ne doit pas oublier que 


| les deux autres angles pourraient être aussi (n° 449) droits ou 


obtus; mais un triangle trirectangle aurait évidemment tous 
ses côtés de 90°, et un triangle birectangle où À et B seraient 
droits , aurait pour côtés opposés & = 90°, 6 — 90°, tandis 
que le troisième côté y serait (n° 44/4) la mesure même de 
l’angle G. Ainsi ces deux genres particuliers de triangles ne 
donnant pas lieu à de véritables problèmes, nous ne devons 
considérer que les triangles où un seul angle A est droit, 
avec deux autres angles obliques, qui peuvent être aigus ou 
obtus. 

462. Pour obtenir les formules nécessaires à la résolution 
des triangles rectangles, il suffit de poser À — 90° dans les 
quatre groupes de relations générales que nous avons trouvées 
pour les triangles quelconques. Cette hypothèse, introduite 
dans la première des équations (1), donne 


(5) cos — cos6 cosy ; 


c’est-à-dire que Le cosinus de l’hypoténuse est égal au produit 
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des cosinus des deux autres côtés. Cette relation est analogue 
avec celle-ci, &? — 6? + y, qui aurait lieu si le triangle sphé- 
rique devenait rectiligne, en conservant des côtés de même 
longueur absolue ; et la première se ramènerait à la seconde, 
en développant les cosinus en séries, puis en supposant que 
le rayon de la sphère devienne énfini. (Voyez n° 492.) 
, . 2 A PLAT 0 
463. Les équations (2) donnent, par l'hypothèse A — 90°, 
les deux formules suivantes, 
sin 6 sin y 


(6) sinB — — ,, sinC — 


Sin æ sin æ 


9 


qui montrent que le sinus d’un angle oblique est égal au sinus 
du côté opposé, divisé par le sinus de l'hypoténuse : principe 
analogue à celui des triangles rectilignes , ou l’on aurait 


sin B re 
œŒ 


464. Dans les équations (3), les deux premières donnent, 
pour À — 00°, 


cotæsin6 — cosécosG, cotz sin — cosy cosB, 


d’où l’on conclut 


tang y tang 6 


cos Cie 


(a) cosBeE 


tang æ tang ”? 


formules qui prouvent que le cosinus d'un angle oblique est 
égal à la tangenie du côté adjacent, divisée par la tangente de 
l’hypoténuse, et qui sont analogues à la relation cosB =? 
h 


? 


que fournirait un triangle rectiligne. 
465. La quatrième et la sixième des équations (3) devien- 
nent, par l'hypothèse À = 90°, 


cot£ siny — cotB, coty siné = cotC, 


d’où l’on déduit les relations 
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tang 6 
siny 


tangy. 


sinG ? 


(8) tang B — hs vngGe= 


c’est-à-dire que la tangente d’un angle oblique est égale à la 
tangente du côté opposé, divisée par le sinus du côté adjacent : 
principe analogue à celui des triangles rectilignes, où l’on au- 

$ 6 
rait tang B — — (*). 

Y 

466. Quant aux équations (4), l'hypothèse À — 90° donne, 

dans la première, 
0 —= — cosB cosC + sin B sinC cose, 


d’où l’on déduit cette formule 


(9) cosæ —= cotB cotC; 


c’est-à-dire que le cosinus de l’hypoténuse égale le produit des 
cotangentes des deux angles obliques. 
467. Enfin, les deux dernières des équations (4) donnent, 
par l'hypothèse À — 90°, 
cos B cos C 


sin C” 


(10) cosé — 


ce qui prouve que Le cosinus d’un côté de l'angle droit est égal 
au cosinus de l'angle opposé, divisé par le sinus de l’angle 
adjacent. 

468. Voilà donc six principes qui fournissent dix équations 
où se trouvent toutes les combinaisons que l’on peut faire de 
deux données avec une seule inconnue, parmi les cinq quan- 
tités B,C,«,6,7; et il suffira d’en faire un choix conve- 
nable, d’après les données de chaque problème, ainsi que 


\ 

(*) Les trois formules (6), (7), (8), écrites comme nous lPavons fait, se- 
ront donc faciles à retenir, puisque les combinaisons d’angles et de côtés 
sont les mêmes que dans les triangles rectiligues ; seulement, il faudra se 
rappeler que le sinus d’un angle s'exprime par deux sinus, le cosinus par 
deux tangentes, et la tangente par une tangente et un sinus. 
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nous allons l'indiquer. Mais auparavant, tirons de ce qui pré- 
cède deux conséquences applicables à tous les triangles rec- 
tangles. 

1°. On voit, d’après la formule (5), que les trois côtés «, 
6, y devront être tous moindres que 90° ; ou bien deux seront 
à la fois plus grands que 90°, et le troisième moindre. Ainsi 
le nombre des côtés plus grands qu’un quadrans, est toujours 
pair. | 

2°. La formule (8) montre qu’un angle oblique est toujours 
de méme espèce que le côté opposé ; c’est-à-dire qu’ils sont 
tous deux à la fois moindres que 90°, ou à la fois plus grands. 

469. PREMIER cas. On donne l'hypoténuse « et un côté € de Fic. 56. 
l'angle droit ; les trois inconnues y, B et C se trouveront par 
les formules (5), (6), (7). 

DEUxIÈME cas. On donne les deux côtés & et y de l'angle 
droit ; les inconnues sont ici, B etC, qui s’obtiendront par 
les formules (5) et (8). 

TROISIÈME cas. On donne l’hypoténuse # et un angle obliqueB; 
pour trouver les inconnues 6, yet C, on emploiera les for- 
mules (6), (7) et (a). 

QUATRIÈME cas. On donne un côté 6 et l'angle opposé B ; les 
inconnues &, y et C s’obtiendront par les formules (6), (8) 
et (10). 

CINQUIÈME cas. On donne un côté € avec l’angle adjacent C ; 
les inconnues +, y et B se calculeront au moyen des formules 
(7), (8) et (ro). 

SIXIÈME CAS. On donne les deux angles obliques B et C ; pour 
trouver les inconnues &, 6, y, on emploiera les formules (9) 
et (10). 

470. Observons ici, 1°. que toutes les formules citées sont 
telles que les logarithmés s’y appliquent immédiatement; 
seulement, il faudra auparavant avoir soin de les rendre ho- 
mogènes, en y introduisant pour facteur une puissance conve- 
nable du rayon R des tables. 

2°. Que lorsqu'un élément inconnu sera fourni par son si- 
nus, lequel peut appartenir également à un angle aigu et à son 
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supplément, il y aura ambiguité sur la grandeur de cet élé- 
ment; mais cette ambiguité cessera si, parmi les données, 
se trouve le côté ou l’angle opposé à cet élément; car on a vu 
(n° 468) que ces deux grandeurs devaient toujours être de 
même espèce. 

471. D’après ces remarques, on verra aisément que, parmi 
les six cas que présente la résolution des triangles rectangles, 
il n’y a que le quatrième qui soit vraiment douteux, c’est-à- 
dire qui admette deux solutions. En effet, les inconnues «, + 
et C sont données par les équations 


sin 6 À « -tang 6 
SIN = ——— sin Y — 
sin 


cos B 
= - sinC — : 
tang B? cos CG? 


ainsi, il faudra commencer par prendre C et + tous deux 
moindres que 90°, ou tous deux plus grands, et ensuite dé- 
terminer l’espèce de + par la relation cosæ — cosC cosy. On 
peut d’ailleurs reconnaître à priori l'existence de deux solu- 
tions dans ce cas ; puisque, si l’on prolonge les deux côtés BC 
et BA jusqu’à ce qu’ils se coupent de nouveau en B”, on aura 
un second triangle rectangle CAB’, où le côté € et l’angle 
B' — B sont évidemment les mêmes que dans le triangle pri- 
mitif CBA; d’ailleurs, les autres parties C', +”, y’, de ce 
nouveau triangle, sont bien les supplémens de C, æ, y. 


6 IV. Résolution des triangles obliquangles. 


472. Ces triangles , où l’on devra toujours connaître trois des 
six élémens A, B,C,x,6,7, présentent six problèmes dis- 
tincts, qui se résolvent par les quatre principes généraux 
qu’expriment les formules (1), (2), (3) et (4); mais comme 
ces formules exigent quelques modifications pour se prêter 
au calcul logarithmique, nous allons parcourir les diverses 
parties de cette question. 
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PREMIER CAS. 


473. On donne les trois côtés «, €, y. Pour trouver l’un des 
angles, À par exemple, il suffira d'employer la formule (1), 
qui donne 


COSæ — COS6 cosy 


cos À — ; 


siné siny 
équation dont le second membre est tout connu, mais qui ne 
se prête pas commodément au calcul logarithmique. C’est 
pourquoi nous allons substituer cette valeur dans la relation 
générale 

1 — COSA 


11 1 ms ER PRE 
SIDA UN 3 ; 


et il viendra, en réduisant au même dénominateur, 


COS (C — y) — cos « — COS & 
fosa {MED ) ; 


2 sin 6 sin y 


puis, par la formule connue 
cos (a — b) — cos(a + b) = 2 sinasinb, 


on obtiendra enfin 


Q EF DO AIO 
bus EE mt (æa+é y) sin + G+y 6 


sin 6 sin y 


1 


formule que l’on rendra homogène en multipliant le second 
membre par le rayon R des tables, et à laquelle les loga- 
rithmes s’appliqueront aisément. D'ailleurs, elle n’offrira 
point de double valeur pour l’angle A, quoiqu'il soit donné 
par un sinus, parce que l'arc } À ne saurait surpasser 90°. 
Quant aux deux autres angles, ils s’obtiendront par des for- 
mules toutes semblables à celle-ci, et qui s’en déduiront par 
des permutations de lettres. 

474. Si Von avait substitué la valeur dé cos À dans la 
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I + cos À 
cos + À — PRE 
2 


on serait arrivé, par des calculs analogues, à la formule 


che PATES Ve (EC + y — à) si sin a (Goshagrhe #4). 


sin 6 sin y 


relation 


qui, par sa combinaison avec la première, fournit encore 
cette relation 


VE sin 3 @+ 7 — ©) 

sin» (CH y—a) sint(a+C+y) 

Ces expressions de cos£A et tang LA pourraient être employées 
au même usage que celle de sin + À ; et nous allons indiquer 
ici une application très utile de ces formules. 

475. Réduire un angle à l'horizon. Un observateur placé 
au point O, a mesuré l’angle POQ que font les deux rayons 
visuels dirigés vers des points fixes P et Q, et il a mesuré 
aussi les angles POO” et Q00"” formés par ces rayons avec la 
verticale; on demande l’angle P'O'Q", qui est Za projection 
du premier sur un plan horizontal. Si l’on conçoit une 
sphère décrite du point O, comme centre, avec un rayon 
quelconque, elle sera coupée par les trois faces de l’angle 
trièdre O, suivant un triangle sphérique ABC, dont les côtés 
æ, 6, y seront les angles observés; tandis que l’angle demandé 
P'O'Q' ne sera autre chose que l’angle dièdre des deux plans 
POO' et Q00”, c’est-à-dire l’angle À du triangle sphérique : 
on calculera donc cette inconnue A par une des formules éta- 
blies ci-dessus. 


tang LA — 


DEUXIÈME CAS. 


476. On donne deux côtés « et6, avec l’angle A opposé à 
l'un d’eux. 
1°. L’angle B s’obtiendra par le théorème (2), qui el 


sin À sin 6 


sin B — me 
æ 
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2° Pour le côté y, on emploiera la formule (1), 


COS æ —= cosG cosy —+ sin 6 sin y cos A 


— cos 6 (cosy +- sin y tang 6 cos À); 


et pour la rendre calculable par logarithmes, on aura recours 
à un angle auxiliaire @, en posant (*) 


(M) tang 6 cos À = tang?, 


ce qui donnera 


COS æ =— COS £ (cos y + siny 


ou bien 
ld 
cos 6 cos (y — @) 
(n) cos & — SOS OA AT RO 
cos ? 

Ainsi, après qu’on aura calculé l’angle auxiliaire @ par l’équa- 
tion (m) , on trouvera, au moyen de (n), l’arc y —9®, et par 
suite le côté + tout entier. 


3°. Pour l’angle GC, on pourrait, après avoir trouvé 7 , em- 


(*) Pour saisir Pesprit de ces transformations fréquentes , et ne pas en 
faire un mécanisme aveugle et fatigant pour la mémoire, il faut remarquer 


que, dans tous les cas semblables, il s’agit de changer en produit un binome 
de la forme 


M sin & k N cos w. 


Or, si l’on met en facteur commun l’une des quantités M ou N, comme 
NY 
M (sin &© = cos »— 
M’ 


LATE | 
et que l’on égale le coefficient I à une tangente ou à une cotangente, 


M 


. . . - L Li 
lignes qui sont susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibies, on aura 


+ 
M (sin » + cos a À 2) NRA Sr 


COS ? cos ? 
ou bien 


sin @ sin 9 


M — 
M (sin © += COS © per 2) — pe oh N 


22 
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ployer le théorème (2); mais si l’on veut obtenir C directe- 
ment, on prendra, dans le groupe (3), la formule 


cotæsiné —= cotA sin CO + cos6 cos C 


—= cos C (cos + sin Ce)» 


puis on posera 
cot À 
cos 6 


(p) 


= tang 4, 


ce qui permettra de calculer aisément l’angle auxiliaire + ; 
et en substituant dans l'équation précédente, il viendra 


cos (C — À) 


cotaætans 6 — 
(g) te cos n 5 


équation d’où l’on déduira aisément l’angle C — +, et par 
suite l’angle C. 

437. H est bon de remarquer que l’introduction des auxi- 
liaires 9 et Ÿ, revient à partager le triangle ABC en deux 
triangles rectangles, par une perpendiculaire CD=—A. En effet, 
si l’on appelle @ le segment DA , et d l’angle ACD, le triangle 
rectangle ACD JO par les ue (7) et 6), 


cos 6 == cos h cos @ ; 


puis le triangle rectangle CDB donnera, par la formule (5), 
coSæ == Cos hcos (y — @); 


et si l’on substitue ici la valeur de cos A, on aura ces deux 


formules 
tang cos & cos (y — 
cos À — se COS & = EPS Enr hi 
tang 6 cos @ 


lesquelles s'accordent évidemment avec les équations (mn) et 
(n) du numéro précédent. 
De même, pour trouver C, on déduira du triangle rectan- 
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tang À 


cos 6 — cotA cot 4, cos Y — — 0. 
tang 6 


puis le triangle rectangle BCD fournira, d’après la formule 
(7), l'équation 
cos (G — J) es Fe à 


tang « ? 
d’où l’on conclura, en éliminant k, 


tang 6 cos Ÿ 


tang œ ñ 


cos 6 — cotA cot Ad, cos(C — 4) = 


résultats qui rentrent aussi dans les formules (p) et (y). Ce 
cas admettra souvent deux solutions. (Foyez n° 486.) 


TROISIÈME CAS. 


478. On donne deux côtés x et 6, avec l'angle compris C. 
1°. Le côté y s’obtiendra par le théorème (1), qui donne 


« cosy — cos «cos 6 —+ sinesinécosC) 


— cos (cos 6 —Æ sin 6 tang cos C) ; 
de sorte que si l’on pose 
tang & cos CO — tang®, 


l'arc auxiliaire ç se calculera aisément par logarithmes, et 1l 
viendra 
cos #cos (£ — @) 
COSY — AT eo , 
formule qui donnera aussi l’inconnue cos y par le moyen des 
logarithmes. 
2°, Quant à l’angle À , on peut le déduire du théorème (2), 
lorsqu'une fois y est connu ; mais pour l’obtenir directement, 
on partira de la première des formules (3), qui donne 
22... 


340 CHAPITRE XVIIL. 


cot « sin 6 — cos 6 cos C 


shit sin C 
—= cot O ( = sin € — cos c); 
| cos G 
puis on posera 
cot 
os G = COC ®; 


équation où l’arc @ est évidemment le même que dans 1°. , et 
qui conduit à 
cot C sin (6 — tang C sin 

cot À — RP au ou tang À — Re À 

sin @ . sin (6 —®) 

3°. Pour trouver l’angle B, on traiterait Leu botiement la 
formule suivante, déduite de théorème (3), 

cot6 sin & — cos « cos GC 
cot B ed cr socle 
sin C 
D'ailleurs , il est bon de savoir que les angles À et B s’ob- 
tiendraient aussi par les analogies de Néper, que nous don- 
nerons plus loin. (7’oyez n° 485.) 

479. Remarquons encore que l’introduction de l'auxiliaire 
-F16. 99. @ revient à partager le triangle ABC en deux autres, par un 
arc BD—h, perpendiculaire sur AC. En effet, si l’on pose le 
segment CD =#%, on aura dans le triangle rectangle BCD, 


COS & — COS COS , 


relations dont la première servira à calculer @ ; puis le trian- 
gle rectangle DBA donnera 


cos æ 
cosy = coshcos (6 — p) — cos (6 — 

Y ( @) cos? ( @); 
résultats qui s’accordent avec les formules employées ci-des- 
sus pour trouver y. 

Ensuite, les mêmes triangles rectangles donnent aussi 
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tang OC — 


d’où l’on conclut, comme au n° 478, 2°., 


tang C sin @ 


tang À ss An Ces 


Pour obtenir l'angle B, il faudrait abaisser la perpendicu- 
laire du sommet A. 


QUATRIÈME CAS. 
480. On donne deux angles À et B ,avec le côté compris y. 


1°. Pour trouver l’angle C, on emploiera le théorème (4), 
qui donne 


cosC = — cos À cos B + sin A sin Bcosy 
— cos À (— cos B + sin B tang À cos y); 


et, par le secours d’un angle auxiliaire 4 , on aura 


cos À sin (B — J) 
sin Ÿ 


2°, Le côté « s’obtiendra par une des formules (3), qui 


tang À cosy = cotŸ, cosC — 


donne 
cotaæsiny = cot À sin B + cos y cos B 


—= C0 y (cos B + sin B- a ae): 
S y 


et, par le secours du même angle 4 que ci-dessus, on aura 


cot À cot y cos (B — 
== tang Na cotaæ —= SA EE br à vd 
cos y cos À 


39. Le côté 6 se déduirait semblablement de la formule 
cot 6 sin y —= cot B sin À —Æ cos y cos A. 


Observons d’ailleurs que les deux côtés «, 6 pourraient aussi 
se calculer par les analogies de Néper. (Voyez n° 488.) 
481. On arrive aux mêmes valeurs, en abaissant l’arc BD 
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Fio.99. perpendiculaire sur AG, et en désignant par 4 l'angle DBA ; 
car le triangle rectangle ABD donne 

cos À 

sin +” 


et, par l’autre triangle rectangle BCD, on obtient 


cosy —=cotLcotA, cos h = 


; TE 
“cos h == PAPA d’où cos OC — CORTE Se 
sin (B — 4) sin -L 


Quant à «, les mêmes triangles rectangles donnent 


tang À di 
tang e° tang y 


cos (B — 4) — 


d’où l’on conclut 
tang y cos À 


cos (B— 4) 


Pour obtenir 6, il faudrait abaisser la perpendiculaire du 
sommet À. | 


lang x == 


CINQUIÈME CAS. 


482. On donne deux angles À et B, avec le côté à opposé 
à l’un d'eux. 
1°. Le côté 6 s’obtiendra par Le théorème (2), qui donne 


sin 6 sin Z : - 


ane, 


sin B sin A 


2°. Pour trouver l’angle C, on emploiera le théorème (4), 
qui fournit l’équation 


cos À = — cos B cos C E sin B sin Ccos« 
= cos B (— cos GC + sin O tang B cos x), 


et, par le moyen d’un angle auxiliaire, il viendra 


cos B sin (G— +) 


tans B cos # == cot cos À — - è Eu} 
5 Ÿ sn 


3°, Le côté y se déduira d’une des formules (3), savoir, 
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cot «sin y = cot À sin B + cos y cos B; 


d’où résulte 


ot 
sin y — cos y = cot À . tans B : 
os B L ch LS 


et alors, par un arc auxiliaire ®, il viendra 


cot æ 
cos B 


= cot®, sin (y — 9)= cot À tang B sin ç. 


483. Cela revient encore à abaisser l’arc CD = Z perpendi- Fc. 60. 
culaire sur AB, et à poser l’anglé BCD — +, et le segment 
BD = 9; car le triangle rectangle BCD donnera 


cos B 
cos a cotBcot4, cos = — : 
sin À 


mais le triangle ACD fournit aussi la relation 


cos À 
sin (C — 4)’ 


cos À — 


d’où l’on conclura 


cos À sin 
cos B 


sin (C—Ÿ) — 


Quant au côté +, on a, dans les mêmes triangles rectangles, 


t tang À 
ang # RQ ne tang h __tang 


cos B — : 
tang æ Sin @ 


d’où l’on conclut, en éliminant h, 


tang B sin ® 


sin (y —@) = FRET 


? 


résultats qui s'accordent tous avec ceux du n° 482, mais qui 
offriront souvent deux solutions. (Voyez n° 486.) 
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SIXIÈME CAS. 


484. On donne les trois angles À, B et C. Pour obtenir 


un des côtés, « par exemple, on emploiera le théorème (4), 
qui donne 


cos À — — cos B cos C + sin B sin C cos æ, 


équation où cos «est la seule inconnue, mais qui ne se prête 
pas au calcul logarithmique. C’est pourquoi nous agirons 
comme dans le premier cas, et nous substituerons la valeur 


de cos, tirée de l’équation précédente, dans la relation 
connue 


AE — COS & 

sin 2œ — Ce 
alors il viendra, en réduisant au même dénominateur sous le 
radical, 


— cos (B + C) — cos À 
2snBsinC  ? 


sin Le = 
ou bien 


— cos ; (B+ C + À) cos: (B+C—A) 
sin B sin C 


Sin LA \ 


Cette valeur, que l’on aurait pu déduire de celle de cos? A, 
trouvée n° 474, en appliquant cette dernière au triangle sup- 
plémeniaire, sera toujours réelle. En effet, comme la somme 
des trois angles A, B, C est toujours comprise (n° 448) entre 
deux et six angles droits, il s'ensuit qu’on aura à la fois les 
deux conditions 


ZA + B+OZ go et << 3 X 90°; 


ainsi, le premier cosinus qui entre sous le radical précédent, 
sera négatif, et à cause du signe qui le précède, ce facteur 
deviendra positif. Ensuite, le second cosinus sera toujours 
positif ; car, dans le triangle supplémentaire, chaque côté 
étant (n° 446) plus petit que la somme des deux autres, on 
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aura 
r / 
a << 6 + 7 


ou bien 
180° — À <Z 180° — B + 180° — C; 


d’où l’on conclut 


+ ABI-ENCG PA) LC T g 08. 


$ V. Remarques. 


485. On doit observer que, des six cas que nous venons de 
résoudre, les trois derniers auraient pu être ramenés aux 
autres par le secours du triangle supplémentaire. En effet, 
quand on donne, dans le quatrième cas, les angles À et B 
avec le côté compris y, on connaît, dans le triangle supplé- 
mentaire, les deux côtés + et €’ avec l’angle (’, puisque ces 
élémens sont les supplémens des données de la question. On 
pourrait donc, comme au n° 458, calculer y’, A’, B'; et, 
en prenant leurs supplémens, on aurait les valeurs de C, x, €. 
De cette manière, le quatrième cas se ramènerait au troi- 
sième , le cinquième au second, et le sixième au premier. 

486. En examinant par quelles lignes trigonométriques 
sont fournies les inconnues dans chacun de ces six cas, on 
reconnait aisément que le second et le cinquième sont les 
seuls qui puissent admettre deux solutions ; et encore ils ne 
les admettent pas toujours. En effet, soit CAB l’angle donné 
À que nous supposerons d’abord aigu, et AC—6€ le côté 
connu adjacent à cet angle : si l’on abaisse l'arc CD perpendi- 
culaire sur AB, le second côté donné + pourra prendre deux 
positions CB et CB’, également écartées de CD, et il y aura 
deux triangles ACB, ACB, construits avec les mèmes données, 
pourvu toutefois que #<T 6; car si «>> €, la seconde position 
CB’, que prendrait ce côté, devrait être plus éloignée de la 
perpendiculaire CD que ne l’est CA; et, par suite, le point 
B' serait à droite du point A : de sorte que le second triangle, 


Fre. Or. 
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ayant un anple A SUP RIÉER de celui qu’assigne la question, 
devrait être rejeté. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, le côté 6 moin- 
dre que 90°; s’il était plus grand , et représenté par AC, il 
faudrait évidemment, pour que le côté « pût prendre les 
deux positions C'B" et CB”, que «fût moindre que le sup- 
plément CA’ de CÜ'A = 6, parce que autrement le côté AB” 
se trouverait plus grand que la demi-circonférence AB"A”’. En 
discutant de même le cas où l’angle A surpasserait 90°, il 
faudra observer que l’arc perpendiculaire CD se trouve alors 
plus grand que les obliques, lesquelles diminuent en s’en 
éloignant ; et par là on pourra établir les caractères suivans : 


a 6, deux solutions ; 
Si A «go, € <Cgo°, À «6, une solution ; 
«6, une solution. 


æ+ 6 << 180°, deux solutions ; 
SPA <C go0°, 6 D go°, à æ4+6— 160°, une solution; 
æ+6 >> 180, une solution. 


f æ +6 <T 180°, une solution; 
4 + 6 — 180°, une solution; 


Si AZ go°, 6 << oo, 
{ æ 6 5 180°, deux solutions. 


a 6, une solution; 
Si ÀA)> 90°, 62 90°, ( a==6, une solution ; 
“S,C5 deux solutions. 


/ 

Pour le cinquième cas, où l’on donne A, B et «, on ramè- 
nera la discussion au cas que nous venons d’examiner, par 
le secours du triangle supplémentaire. 

487. Nous rs connaître ici les Analogies de Néper, qui 
peuvent servir à résoudre le troisième et le quatrième cas des 
trianglesiobliquanpgles. 

Éliminons cos y entre la première et la troisième des for- 
mules (1) du n° 456, et nous aurons 


COS & = cos « cos” 6 + cos 6 sin a sin € cos CG H sin6siny cos À ; 
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d’où l’on déduira en transposant, : 
sin y cos À = cos # sin 6 — sin & cos 6 cos C. 


En éliminant, d’une manière toute semblable, cos entre la 
deuxième et la troisième des formules (1), on arrivera évi- 
demment à 


siny cos B — cos 6 sin & — sin 6 cos « cos C; 


et en ajoutant ces deux dernières équations membre à mem- 
bre, il viendra 


(R) siny (cos À + cos B) = (1 — cos C) sin (« + 6). 
Cela posé, on a par le théorème (2) 


sin À sin B sin C 


sinæ Siné  siny’ 
d’où l’on déduit 
sin À + sin B  sinC 
&) sin æ + sin 6 TON He? 
sin À — sin B sin C 


(D) = 


sin &æ — sin € sin y” 


eten éliminant sin y tour à tour entre (R) et (S), et entre 


(R) et (T), il viendra 


sin ÀA+sinB sinC sin æ —- sin 6 
cos A+ cos B 1—=cosO‘ 8in(e +6) ? 
sin À —sinB _  sinC . sine—simé 
cos AL cosB 1 = cosC sin(c +6) ? 


puis enfin, par les formules ordinaires de la Trigonométrie, 
qui changent les sommes de sinus ou de cosinus en produits, 
on ramènera aisément les deux équations précédentes à la 
forme : 

M sr 0063 LE ne 

Ga) tang + (À + B) — cot : GC. PP 
sin = (æ — 6) 


(12) tang + (À an. B) + DOC z C F Sin (a + €) 


Fire. 02. 
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Ces relations, qui pourraient être écrites sous la forme de 
proportions ou d’analogies, serviront, dans le troisième cas 
des triangles obliquangles, à trouver (A + B), (A —B), et 
par suite, chacun des angles À et B. 

488. Si l’on applique les formules (11) et (12) au triangle 
supplémentaire, dans lequel A’ — 180° — x, B'— 180°—6, 
C'= 180°— y, #'—= 180 — A..,., on en conclura ces deux 
nouvelles analogies, 


cos, (A — B) 
cos! (A + B)? 
sin:(A — B) 
sin£(A + B)’ 


(13) tangi(æ + 6) — tang:iy. 
(14)  tangi(æ — 6) — tangiy. 


lesquelles pourront aussi, dans le quatrième cas, suffire à 
trouver (4 + 6), (« — €), et par suite, chacun des côtés 
et 6. 

489. Nous placerons encore ici une conséquence remar- 
quable de l’équation trouvée n° 457, 


RC ON La TEE TARE De Nan GIRL ME RISNMEL 7 FRERES D LR, 
v/1 — cos # — cos 6 — cosy + 2c054c08 6 cos y 


sin À Es, : =: 
sin G sin y 


Considérons, en effet, un parallélépipède COADB , dont les 
trois arètes contiguës sont 


Oise 0m 00e as 


lesquelles font entre elles des angles 


BOG — "+, 'COA = C,, AOB = 7. 


Ces angles sont (n° 446) les côtés d’un triangle sphérique inter- 
cepté par les trois faces de l’angle trièdre O, sur une sphère 
qui aurait son centre en ce point; et les angles A, B, C de ce 
triangle seront les angles dièdres qui ont pour arètes OA, OB 
OC. Cela posé, on a évidemment 


surf. OADB = absin AOB = absin”; 
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puis, en abaissant la perpendiculaire CH sur la base, et la 
droite HK perpendiculaire sur OA, on aura 


CH = CK.sin CKH = CK.sinA, 


ou bien, en prenant la valeur de CK dans le triangle rec- 
tangle COK, 
CH = csinGsinA. 


Donc le volume du parallélépipède sera 
vol. (a, b,c) — abcsinA sin6 sin? ; 


et, en y substituant l'expression citée au commencement de 
cet article, pour sin A, on obtiendra le volume de ce corps 
en fonction des arètes et des angles qu’elles forment entre 
elles, savoir : 


vol.(a,b,c}=abcV 1—cos’a— cos C— cos’ + 2c054 cos6cosy: 


Cette expression pourrait aussi se calculer aisément par loga- 
rithmes, car elle se décomposerait en quatre facteurs , attendu 
que le polynome sous le radical provient (n° 453) de la diffé- 
rence 

sin* 6 sin°y — (cosæ — cos 6 cosy). 


4go. Si l’on considère la pyramide qui aurait pour arètes 
OA, OB, OC, et pour base le triangle ABC, elle sera évidem- 
ment /e sixième du parallélépipède que nous venons de cal- 
culer ; et d’ailleurs, comme en désignant les trois côtés de la 
base par 


BC == ta NIOANEE= DTA EE = ce 


il serait aisé de calculer les trois quantités cosz, cos6, cosy, 
on arriverait ainsi à trouver le volume de la pyramide, expri- 
mé seulement au moyen de ses six arètes. Parmi ces droites, il 
est bon d’observer que a et a sont deux arètes opposées, ainsi 
que b avec D”, et c avec c’. | 


Fc. 03. 
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$ VI: Résolution d'un triangle sphérique, dont les 

trois côtés sont tres petits par rapport au rayon 


de la sphère. 


491. Soit un triangle sphérique ABC dont les côtés ont pour 
longueurs absolues a, db, c, et qui est tracé sur une sphère 
dont le rayon GA —r. Nous avons fait observer (n° 452) que 
les sinus, cosinus.... qui entraient dans la formule (1) et 
dans toutes celles qui en ont été déduites , ne désignaïent pas 
les lignes trigonométriques des arcs AB, AC, BC eux-mêmes, 
mais seulement les sinus, cosinus... d'arcs semblables à 
ceux-ci, et tracés sur une sphère dont le rayon serait l'unité. 
Or, puisque deux arcs semblables sont toujours entre eux 
comme leurs rayons, il s'ensuit que les arcs que nous avons 
désignés jusqu’à présent par &, 6, y, sont liés avec les longueurs 
absolues a, b, ce, par les relations 


# = ©, ÉR 1=E 
et c’est effectivement de là qu'il faudrait déduire les valeurs 
de æ,6,7y, si les côtés étaient donnés en grandeur absolue, 
par exemple en mètres. Maïs il peut arriver que ces côtés a, 
b, ce soient très petits par rapport au rayon r de la sphère, 
comme dans la Géodésie, où les côtés des triangles que l’on 
conçoit tracés sur le globe terrestre, bien qu'ayant plusieurs 
lieues de longueur, sont encore très petits relativement au 
rayon du globe, dont la valeur moyenne est de 1432 lieues ; 


PL: D LA M | : * 
alors les rapports —, —, -, étant des fractions très faibles, 
RAP HOT 


répondraient à des arcs &, 6, y, quise trouveraient beaucoup 
au-dessous de 1° : or, pour des arcs aussi petits, les tables de 
logarithmes n’offriraient plus assez d’exactitude , et il devient à 
la fois plus rigoureux et plus court de ramener la résolution de 
pareils triangles à celle de triangles rectiligues. Nous allons 
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donc démontrer le principe sur lequel repose cette réduc 
tion. à | 

492. En substituant les valeurs précédentes de x, €, y dans 
la formule (1), elle donne 


a b C 
COS— — COS — COS — 

r Tr r 
COS 5 


è Ha C 
SIN — SI — 
re 1) 


mais si l’on développe les sinus et les cosinus , en négligeant 


I 2 
les termes au-dessous de > On aura 


a a? a* 

AE Cet RM 

COS— == y — ës + Hppre sin È LEUR nffioi, 
FES TE PR Te NAME à D OP 
L de ca c{ ENTER: c° 

SR CET pi) 2.3.4r4” DTA 2.37 ? 


valeurs qui substituées dans l'expression de cos À, donneront, 
en négligeant toujours Îles puissances supérieures à r‘, un 


BU AE I 
résultat dont l’erreur sera néanmoins de lPordre —, parce 
ri 
, , 1 + | 
que le dénominateur renferme le facteur —, et il viendra 
r 


BL ce at pu dt — ht ct — 6b?c? 


STATE 247 | 
cos À — SP ANSERRPERE 
be c?, + D? \ 
r°? Gr? 


Mais en supprimant le diviseur commun r°, et développant le 
facteur 


L c? L D?\ —1 c? + bd: 
ET ) ae D | TANT 3 
\ 
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puis négligeant les termes où entrera r{, nous aurons enfin 


bc —a + at + bi ct 24° b— 2a°c°—2b°c? 


20c 24bcr? 


(1) cos Ass 


493. Maintenant, si l’on posait icir = © , le triangle sphé- 
rique deviendrait un triangle rectiligne ayant les mêmes côtés 
a, b,c, mais dont les angles A’, B’, C’ seraient différens de 
À ,B, G; et la formule (15) donnerait 
BL ce— 

2 


cos À’ =— 
20c 


relation déjà connue, et d’où l’on déduit 
20? R 2ac + 2b°c — af — dE — ci 


Alors on voit que l'équation (15) peut s’écrire sous la forme 


sin? À" — 


be sin° A° 
’ 
(16) cosA — cos À” — ETS TR ; 
ce qui montre que l’angle À est plus grand que A”, mais que 
la différence doit être très petite, puisque le dernier terme 
de l'équation précédente est divisé par r°. Pour mieux appré- 
cier cette différence, posons 


— cos A’cosx — sinxsin À’ 
—= cosA” — xsin A’; 


À — À‘ + x, d’où cosA 


ce résultat qui s'obtient en négligeant le carré de F5 étant 
comparé avec la relation (16), prouve que 


be sin À fase S 
Gr 1 Jrai 


oi — 
ou S désigne la surface du triangle rectiligne ; d’ailleurs il en 
résulte % la quantité x?, que nous avons négligée, serait de 
V ordre — rt Ainsi, en acceptant une approximation de ce genre, 


on pourra poser 


: TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 353 


; S 


et l’on aura de même, 


| S 
NE ne Tarte 
MENT 


car la quantité S ne change pas quand on permute A avec B 
ou avec C. 
494. En ajoutant les trois équations précédentes, il vient 


À + B + C = 200° see 


r? 


ce qui prouve que la quantité équivaut à l’'excés sphérique e, 


qui exprime aussi (n° 451) la surface du triangle sphérique ; 
et les dernières équations du n° 493 pourront s’écrire ainsi : 


AA + 3e 
BB +36 
; I 


Il résulte de là que, quand on a un triangle sphérique très 
peu courbe, dont les angles sont À, B, CG, etles côtés a, b,c, 
il existe un triangle rectiligne qui a des côtés de même lon- 
1 1 1 
désignant par s l’excès de la somme des trois angles du 
triangle sphérique sur deux angles droits. 

495. Voici maintenant la manière dont il faudra employer ce 
théorème, 1°. Si l’on connaît les trois côtés du triangle sphé- 
rique , on saura calculer S par la formule ordinaire 


S— ÿ/p (p — à) (p — b) (p — 0), 
23 


gueur, et dont les angles sont À — 
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où p désigne le demi-périmètre ; etalors S et r se trouvant ex- 
primés en unités de même espèce, par exemple en mètres, le 


S : AU 
quotient Mia no mbre abstrait qui représentera une 


certaine fraction du rayon R des tables de sinus, Zequel a été 
pris pour unité des lignes trigonométriques. Ainsi, pour con- 


_ 


; NANTES 
vertir # en secondes, il faudra multiplier x par R”, nombre de 


secondes contenues dans l'arc de cercle qui égale en longueur 
absolue son rayon (*) : on aura donc 


S 


£ — my M4 
et alors, en calculant les trois angles A”, B’, C’ du triangle 
rectiligne d’après les côtés connus a, à, c, il suffira d’augmen- 
1 : 
ter chacun d’eux de 3 Pour avoir les angles A, B, C du 


triangle sphérique. 
2°. Si la question donnait À, Ë, c, alors on sait que 
bc sin A’ __ besin A 
2 FRET 


S = 


3. 


en prenant sin À pour sin A”; et comme ces deux quantités ne 
différent que par des termes du second ordre, puisque 


sin À” = sin(A — x) — sin À cosx — cos À sinx, 
il s'ensuit que le résultat 
S 
e— — X R° 
r 


7 I À 
ne sera fautif que dans les termes de l’ordre Dr Par consé- 


(*) Ce nombre desecondes s’obtient en remarquant que rR=—180°=—648000";, 
de sorte qu’en divisant par æ, qui est connu, on obtiendra Je nombre de 
secondes contenues dans l’are qui égale R, savoir 


R" = 206265" et Log R"= 5,314425x 
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quent, si l'on résout le triangle rectiligne ayant pour élémens 


I 
b,cetA’—A—-e, on en conclura, après avoir trouvé 


3 
a, B’, C’, que les parties cherchées dans le triangle sphé- 
rique étaient 


a, B—B+3e, C— C + ce. 


3°. Si l’on connaissait , dans le triangle sphérique, À, a, à, 
on calculerait dans le triangle rectiligne correspondant 


b sin A’ bsinA 


5) 


sin B° — 
a a 


d’où l’on conclurait l’angle C/— 180° — A-— B’, avec la même 
approximation que ci-dessus ; et par suite, on aurait 


ab sin C’ S 
2 r 


4°. Lorsque l’on connaît À, B, c, on obtient aisément 


bc sin A Rec sin B sin À 
2  2sin(A+B)’ 


Sr 


d’où l’on conclut £:; et il en serait de même pour les données 
A, B,a, puisque le troisième angle C’ serait connu par l’é- 
quation C = 180° — À — B, qui est suffisamment exacte 
pour le calcul de la quantitéS, laquelle doit être divisée par r°. 
Ainsi, dans tous les cas , on pourra estimer directement l’excès 
sphérique #; et, par suite, conclure les parties du triangle 
sphérique d’après celles qu’on aura calculées dans le triangle 
rectiligne. 
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